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В статье изучены закономерности десорбции ионов меди (II) из сильнокислотно-

го катионита КУ-2-8 растворами хлорида натрия. Предложено математическое опи-

сание процесса ионного обмена в емкостном аппарате непрерывного действия, учиты-

вающее следующие упрощающие допущения: равновесие процесса описывается уравнени-

ем изотермы адсорбции Генри, скорость ионного обмена лимитируется внутренней 

диффузией, структура движения суспензии раствор-ионит близка к идеальному смеше-

нию. Получена изотерма ионного обмена Na+-Cu2+ на катионите КУ-2-8 в статических 

условиях. Установлено, что на степень регенерации катионита существенное влияние 

оказывают концентрация и расход регенерирующего раствора. Сравнение результатов 

расчета и эксперимента позволило сделать вывод об адекватности разработанного ма-

тематического описания реальному процессу. Расхождение расчета и эксперимента не 

превышает 12%. Даны рекомендации по практическому применению полученных зави-

симостей. 

Ключевые слова: ионный обмен, емкостной аппарат с мешалкой, математическая модель, де-

сорбция ионов меди (II) 
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This article examines the desorption of copper (II) ion from a sulfonic acid cation ex-

change resin KU-2-8 using sodium chloride solutions. A mathematical description of the ion ex-

change process is proposed in a apparatus, considering the simplifying assumptions: the process 

equilibrium is described by the Henry’s adsorption isotherm equation, the rate of ion exchange is 

limited by internal diffusion, the structure of the solution-ionite suspension movement is close to 
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ideal mixing. The isotherm of ion exchange of Na+-Cu2+ on the cation exchanger KU-2-8 was ob-

tained under static conditions. It has been established that the concentration and flow rate of the 

regenerating solution have a significant impact on the degree of cationite regeneration. Compari-

son of the results of calculation and experiment made it possible to conclude that the developed 

mathematical description is adequate to the real process. The discrepancy between the calculation 

and the experiment does not exceed 12%. Recommendations are given on the application of the 

obtained dependences for practical application. 

Keywords: ion exchange, capacity apparatus with a mixer, mathematical model, desorption of cop-

per ions (II) 
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ВВЕДЕНИЕ 

Метод ионного обмена широко применя-

ется для умягчения и обессоливания воды, разде-

ления и выделения различных веществ, очистки 

промышленных сточных вод и других технологи-

ческих процессах [1 - 3]. В процессе ионного об-

мена обычно выделяют четыре стадии, последова-

тельно сменяющие друг друга [4]: 1) собственно 

ионообмен; 2) взрыхление ионита для удаления 

механических примесей; 3) регенерация ионита; 

4) отмывка ионита от регенерационного раствора. 

Регенерация ионита обычно относится к наиболее 

затратной стадии, поскольку для ее проведения 

требуется концентрированные растворы солей, 

кислот или щелочей, расход которых многократно 

превышает теоретический [5]. Также необходимо 

предусмотреть переработку и утилизацию отрабо-

танных регенерационных агентов, являющихся 

для окружающей среды потенциально токсичны-

ми отходами. Совершенствование процессов и 

аппаратов ионообменной технологии не возможно 

без дальнейшего совершенствования математиче-

ских моделей, основанных на современных пред-

ставлениях о равновесии и кинетики процесса, а 

также внутренней структуре движущихся потоков 

в аппарате. Поэтому исследование регенерации 

ионитов, математическое моделирование данного 

процесса являются актуальными как с теоретиче-

ской, так и с практической точки зрения. 

В работе ставились и последовательно ре-

шались задачи по разработке математической мо-

дели процесса регенерации сильнокислотного ка-

тионита КУ-2-8(Сu) раствором NaCl в емкостном 

аппарате непрерывного действия с мешалкой, па-

раметрической идентификации и верификации 

модели, анализу полученных данных и разработке 

рекомендаций по их практическому применению. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Рассмотрим процесс ионного обмена в ем-

костном аппарате непрерывного действия, схема 

которого приведена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схема работы ионообменного аппарата 

Fig. 1. Operation diagram of ion-exchange apparatus 

 

Перед началом проведения опыта в емкост-

ной аппарат с мешалкой помещают регенерацион-

ный раствор NaCl объемом V с начальной концен-

трацией С0.рег и катионит объемом 𝑉̄ с обменной 

емкостью по ионам меди (II) а0. Затем в аппарат 

подают регенерационный раствор с объемной ско-

ростью Q и концентрацией Свх.рег = С0.рег, а также 

катионит с объемной скоростью 𝑄̄ и обменной ем-

костью а0. Одновременно из аппарата выводят рав-

ное количество раствора и ионита. Процесс ионно-

го обмена протекает в аппарате в условиях интен-

сивного перемешивания. Требуется найти концен-

трации ионов натрия в растворе Свых.рег и катионите 

С̄cp.вых.рег, а также концентрации ионов меди (II) в 
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растворе Свых и катионите С̄cp.вых на выходе из ап-

парата. 

В соответствии с блочным принципом по-

строения математической модели в ее состав вхо-

дят уравнения равновесия, кинетики, материаль-

ного и теплового балансов, гидродинамики, 

начальные и граничные условия [6]. Сложность 

математической постановки задачи зависит от це-

лей исследования, степени изученности явлений, 

требуемой детализации и точности расчета. 

При рассмотрении равновесия ионного об-

мена примем допущение о линейности изотермы 

ионного обмена, что указывает на постоянство 

константы сорбируемого вещества между иони-

том и раствором. В этом случае изотерма ионооб-

менной адсорбции может быть описана уравнени-

ем Генри:  

𝐶̄𝑝 = ГС𝑝.рег,   (1) 

где Ср.рег – равновесная молярная концентрация 

эквивалента регенерационного раствора NaCl, 

кмоль/м3; 𝐶̄𝑝 – равновесная молярная концентрация 

эквивалента десорбируемых ионов меди (II) в ка-

тионите, кмоль/м3; Г – константа изотермы Генри. 

В качестве уравнения кинетики использу-

ем решение задачи внутренней диффузии для 

сферической частицы с постоянным коэффициен-

том диффузии [7]: 

𝐶̄cp(𝜏) =
𝐶̄𝑝Г𝑄̄ 𝑄⁄

1+Г𝑄̄ 𝑄⁄
+ 𝐶̄𝑝∑ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 𝑒

−𝜇𝑛
2𝐷̄𝜏

𝑟0
2
,       (2) 

где 𝐷̄– коэффициент диффузии в ионите, м2/с; r0 – 

радиус частицы ионита, м; τ – время, с; 
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где μn – корни характеристического уравнения: 

tg𝜇 =
𝑀𝜇

𝑀+𝜇2.   (3) 

Процесс ионного обмена в емкостном аппа-

рате протекает при интенсивном перемешивании 

суспензии ионит-раствор. В связи со сложным ха-

рактером движения фаз целесообразно использовать 

представления о внутренней структуре потока на 

уровне типовой гидродинамической модели идеаль-

ного смешения. Функция распределения времени 

пребывания частиц ионита в аппарате имеет вид [8]: 

𝑓(𝜏) =
1

𝜏cp
exp (−

𝜏

𝜏cp
),     (4) 

где 𝜏cp = 𝑉̄ 𝑄̄⁄  – среднее время пребывания ионита 

в аппарате. 

Для определения средней концентрации де-

сорбируемого вещества в ионите на выходе из аппа-

рата 𝐶̄cp.вых используем следующее уравнение [8]: 

     


dCfC cpcp.вых
0

,  (5) 

где f()  функция, характеризующая структуру 

потока твердой фазы;  cpC   решение уравнения 

кинетики. 

Подставим в уравнение (5) функции  cpC  

и f(). Получаем: 

𝐶̄cp.вых =
𝐶̄рГ𝑄̄ 𝑄⁄

1+Г𝑄̄ 𝑄⁄
+ 𝐶̄р∑

𝐴𝑛
𝜇𝑛
2𝐷̄𝜏ср

𝑟0
2 +1

∞
𝑛=1 , (6) 

Воспользуемся уравнением материального 

баланса: 

QСвых = 𝑄̄(𝐶̄р − 𝐶̄cp.вых).      (7) 

Подставив в уравнение (7) значения 𝐶̄𝑝 и 

𝐶̄cp.вых, найдем концентрацию ионов меди (II) в 

растворе на выходе из аппарата Свых. Концентра-

цию ионов натрия в растворе Свых.рег и катионите 

𝐶̄cp.вых.рег нетрудно найти, используя закон экви-

валентности (по аналогии с обычными химиче-

скими реакциями двойного обмена, протекающи-

ми в растворе), согласно которому обмен ионами 

между катионитом и раствором происходит в эк-

вивалентных соотношениях. 

Ионный обмен сопровождается обычно 

малым экзотермическим тепловым эффектом, ко-

торый составляет 4 – 8 кДж/моль [9]. Поэтому 

считаем пренебрежимо малым изменение темпе-

ратуры суспензии ионит-раствор, что позволяет 

исключить из математической модели уравнение 

теплового баланса. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Исследование равновесие десорбции 

ионов Сu(II) из катионита КУ-2-8 проводили рас-

творами хлорида натрия в статических условиях 

[10]. Для проведения опытов в серию конических 

колб помещали навески катионита по 6 г, залива-

ли их 100 мл водного раствора хлорида натрия с 

начальными концентрациями от 0,8 до 3 кмоль/м3 

и выдерживали до достижения равновесия при 

температуре 20оС. Затем отделяли катионит от 

раствора и определяли в нем концентрацию ионов 

меди (II) метод йодометрического титрования 

[11]. Равновесное значение восстановленной об-

менной емкости катионита рассчитывали по фор-

муле [10]: 

𝐶̄𝑝 =
Ср𝑉

𝑚𝑉̄уд
,   (8) 

где m – масса навески катионита, кг; V – объем 
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раствора, м3; 𝑉̄уд– удельный объем набухшего кати-

онита, м3/кг; Ср – равновесная молярная концен-

трация эквивалента десорбируемых ионов меди 

(II) в растворе, кмоль/м3. 
Экспериментальные исследования непре-

рывного процесса регенерации катионита проводи-
ли в лабораторной установке, основным элемен-
том которой являлся емкостной аппарат диаметром 
da с двухлопастной пропеллерной мешалкой диа-
метром dм, вращающейся с частотой n. Принцип 
работы установки подробно описан авторами в ста-
тье [12]. При проведении опытов осуществляли 
вывод аппарата на стационарный режим работы 
при заданных параметрах процесса и отбирали на 
анализ три пробы раствора, в которых определяли 
концентрацию ионов меди (II). Если расхождение 
между максимальным и минимальным значениями 
концентрации не превосходило 1 %, то рассчиты-
вали среднее значение концентрации с точностью 
до трех значащих цифр. При большем расхождении 
повторно проводили отбор трех проб. Характери-
стики аппарата и параметры его работы приведены 
в табл. 1. 

 

 Таблица 1 

Характеристики и параметры работы аппарата 

Table 1. Characteristics and operating parameters of 

the apparatus 

Показатель 
Значение 

показателя 

dа, м 

dм, м 

n, 1/c 

Q·106, м3/c 

𝑄̄·106, м3/c 

V·104, м3 

𝑉̄·104, м3 

Cвх.рег, кмоль/м3 

C0.рег, кмоль/м3 

0,1 

0,03 

6 

7; 10 

1,4 

9 

1 

1; 1,8; 3 

1; 1,8; 3 
 

На основании полученных данных рассчи-

тывали удельный расход регенерационного рас-

твора [5] 

 



2

вх.рег

Cu 1/2 моль

Naмоль

Qa

QC

0

,  (9) 

степень регенерации катионита 

𝜂 =
𝐶̄ср.вых.рег

𝑎0
100%  (10) 

и относительную концентрацию раствора на вы-

ходе из аппарата 

𝑁 =
𝐶вых

𝐶вх.рег
,   (11) 

где 𝐶̄ср.вых.рег – молярная концентрация эквива-

лента ионов Na+ в катионите на выходе из аппара-

та, кмоль/м3; Свых – молярная концентрация экви-

валента ионов меди (II) в регенерационном рас-

творе на выходе из аппарата, (1/2 Cu2+) кмоль/м3. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Результаты исследования равновесия ионно-
го обмена представлены на рис. 2. Эксперименталь-
ная изотерма десорбции ионов меди (II) была обрабо-
тана в рамках модели сорбции Генри (1). Обработка 

линейной зависимости С̄𝑝(1/2 Cu2+) = = f(Cр.рег) мето-

дом наименьших квадратов позво-лила найти кон-
станту Генри Г, значение которой приведено в табл. 2 
(коэффициент корреляции составляет 0,97).  

Входящий в уравнение кинетики эффек-
тивный коэффициент внутренней диффузии рас-
считывали по следующей формуле [13]: 










2

2

CuNa

CuNa

DD

DD
D

2
  м2/с,  (9) 

где Na
D  и 2Cu

D  – коэффициенты самодиффу-

зии ионов Na+ и  Cu2+, м2/с. 
 

 
Рис. 2. Изотерма ионного обмена Na+– Cu2+ на катионите  

КУ–2–8 
Fig. 2. Ion exchange isotherms for Na+– Cu2+ on cationite   

KU–2–8 

 
Рис. 3. Степень регенерации катионита в зависимости от кон-

центрации регенерационного раствора: 1, 2 – Q = 7·10-6 м3/c;  

3, 4 – Q = 10-5 м3/c; 1, 3 – экспериментальные данные; 2, 4 –

расчетные данные 

Fig. 3. Degree of cationite regeneration depending on the  

concentration of the regeneration solution: 1, 2 – Q = 7·10-6 м3/c;  

3, 4 – Q = 10-5 м3/c; 1, 3 – experimental data; 2, 4 – calculated data 
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Таблица 2 
Физико-химические характеристики  

ионного обмена 
Table 2. Physical and chemical characteristics 

 of the ion exchange 

Показатель 
Значение 

показателя 

а0, (1/2 Cu2+) кмоль/м3 
Г 

r0·104, м 

1,6 
0,51 
2,55 

Свх.рег = 1 кмоль/м3 

𝐷̄Na+·1010, м2/с 
𝐷̄Cu2+·1011, м2/с 
𝐷̄·1011, м2/с 

𝐶̄𝑝 (1/2 Cu2+), кмоль/м3 

2,03* [14] 
1,13 [15] 

2,14 
0,51 

Свх.рег = 1,8 кмоль/м3 

𝐷̄Na+·1010, м2/с 

𝐷̄Cu
2+·1011, м2/с 

𝐷̄·1011, м2/с 
𝐶̄𝑝 (1/2 Cu2+), кмоль/м3 

2,58 [5] 
1,2 [16] 

2,93 
0,77 

Свх.рег = 3 кмоль/м3 

𝐷̄Na+·1010, м2/с 

𝐷̄Cu
2+·1011, м2/с 

𝐷̄·1011, м2/с 
𝐶̄𝑝 (1/2 Cu2+), кмоль/м3 

3,99 [5] 
1,6 [16] 

3,08 
1,53 

*Значение 𝐷̄Na+ приведено  для катионита Dowex 50WХ8 
(США), который является аналогом катионита КУ-2-8 

 

 
Рис. 4. Относительная концентрация раствора на выходе из 

аппарата в зависимости от удельного расхода регенерацион-

ного раствора: 1, 2 – Q = 7·10-6 м3/c;  3, 4 – Q = 10-5 м3/c; 

1, 3 – экспериментальные данные; 2, 4 – расчетные данные 

Fig. 3. Relative concentration of the solution at the outlet of the 

apparatus, depending on the specific flow rate of the regeneration 

solution: 1, 2 – Q = 7·10-6 м3/c; 3, 4 – Q = 10-5 м3/c; 

1, 3 – experimental data; 2, 4 – calculated data 
 

Использованные для расчетов физико-
химические характеристики процесса ионного 
обмена приведены в табл. 2.  

На рис. 2 и 3 представлены эксперимен-

тальные данные процесса регенерации катионита 
КУ-2-8(Сu) растворами NaCl в емкостном аппара-

те непрерывного действия. Здесь же приведены 

результаты расчетов, полученные с помощью раз-
работанной математической модели.  

Проанализировав полученные результаты 
регенерации катионита можно сделать вывод о 

том, что на данный процесс существенное влияние 
оказывают объемный расход, концентрация и 

удельный расход регенерационного раствора. Мак-
симальная степень регенерации, равная 51%, до-

стигается при расходе регенеранта 10-5 м3/c с кон-
центрацией 3 кмоль/м3. В данных условиях прове-

дения процесса относительная концентрация ионов 
меди (II) в растворе на выходе из аппарата N соста-

вила 0,04. Однако проведение такого процесса не 
является целесообразным, поскольку на 1 моль де-

сорбируемых ионов (1/2 Cu2+) расходуется  

13,4 моль ионов Nа+. Избыток λ приводит к пере-
расходу реагента и образованию высокоминерали-

зованного отработанного раствора. Повышение 
эффективности процесса регенерации возможно 

путем уменьшения расхода и концентрации реге-
неранта. Применение раствора NaCl с концентра-

цией 1 кмоль/м3 и объемным расходом 7∙10-6 м3/c 
позволило снизить значение λ до 3,1 моль 

Na+/(моль 1/2 Cu2+) и получить величину η = 12,4%. 
При этом незначительно уменьшилась относитель-

ная концентрацию раствора на выходе из аппарата 
N, которая не превысила 0,034. Важным фактором, 

влияющим на степень регенерации катионита, яв-
ляется среднее время его пребывания в аппарате τ0. 

Во всех опытах не удалось достичь полной десорб-
ции ионов меди (II) из-за незначительной величины 

τ0, которая составила 71 с. Увеличение τ0 несо-

мненно приведет к увеличению степени регенера-
ции η, что подтверждается результатами расчетов, 

выполненных с помощью разработанной матема-
тической модели. Например, при проведении про-

цесса ионного обмена в условиях Qвх.рег = 7∙10-6 

м3/c, 𝑄̄·= 5∙10-7 м3/c, V = 9·10-4 м3, 𝑉̄= 10-4 м3, Cвх.рег= 

= 3 кмоль/м3 и τ0 = 200 с достигается значение η =  

= 62%. Из рис. 2 и 3 видно, что расчетных и экспе-
риментальные данные удовлетворительно совпада-

ют. Расчетная степень регенерации катионита отли-
чается от экспериментальной в среднем на 12%.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработана математическая модель про-
цесса регенерации сильнокислотного катионита 

КУ-2-8(Сu) раствором NaCl в емкостном аппарате 
непрерывного действия с мешалкой, позволяющая 

определить степень регенерации катионита и от-
носительную концентрацию раствора на выходе 

из аппарата. Экспериментальным путем и на ос-
новании литературных данных найдены парамет-

ры математической модели: константа Генри Г, 
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обменная емкость катионита а0, коэффициенты 

диффузии в ионите 𝐷̄ и др. Установлена адекват-

ность разработанной математической модели.  
Расхождение экспериментальных и рас-

четных данных не превышает 12%. Показано, что 
повышение эффективности процесса регенерации

может быть достигнуто путем увеличения средне-
го времени пребывания катионита в аппарате. 

Авторы заявляют об отсутствии кон-
фликта интересов, требующего раскрытия в 
данной статье. 
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