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Технологический процесс взаимной сферической притирки выступает в качестве 
основного метода окончательно обработки шаровых шарниров. Проблема взаимной сфериче-
ской притирки заключается в сложности подбора оптимальных параметров процесса обра-
ботки в силу большого количества факторов. В работе исследовалось влияние факторов ско-
рости на равномерность распределения пройденных путей элементарными сегментами сфе-
рических поверхностей деталей шарнира. Разработано программное обеспечение для ими-
тационного моделирования кинематики технологического процесса взаимной сферической 
притирки. Построены карты распределения пройденных путей элементарными сегментами 
сферических поверхностей и определены их ключевые черты. Определены стратегии, позво-
ляющие достичь неравномерности пройденных путей для неподвижных деталей шарнира в 
пределах 10%. Сформирован подход к повышению равномерности пройденных путей за счет 
поочередного варьирования различных стратегий обработки. 
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The mutual spherical lapping process serves as the main method for finishing ball joints. 
The problem of mutual spherical lapping lies in the difficulty of selecting the optimal processing pa-
rameters due to many factors. The work investigated the influence of speed factors on the uniformity 
of distribution of the paths traveled by elementary segments of joint parts’ spherical surfaces. Software 
has been developed for simulating the kinematics of the mutual spherical lapping. Maps of the distri-
bution of paths traveled by spherical surfaces’ elementary segments have been constructed and maps’ 
key features have been identified. Strategies have been identified that allow achieving non-uniformity 
of the traveled paths for joint parts within 10%. An approach has been developed to increase the uni-
formity of the paths traveled by alternately varying different processing strategies. 
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АКТУАЛЬНОСТЬ ПРОБЛЕМЫ 

Шаровые шарниры и опоры имеют широ-

кое применение в современной технике. Обычно в 

состав шарнира входят шаровой палец, подпятник 

и крышка (рис.1). От качества изготовления шар-

ниров зависит кинематическая точность и долго-

вечность механизмов. Основными параметрами 

качества шарнира являются: площадь пятна кон-

такта сферического соединения, радиальный зазор 
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в соединении и момент силы трения при враще-

нии шарового пальца. Все эти параметры зависят 

от геометрической точности сферических поверх-

ностей деталей шарнира. 

 
Рис. 1. Шарнир шаровой: 

1 – Шаровой палец; 2 – Крышка; 3 – Подпятник 

Fig. 1. Ball joint: 

1 – Ball pin; 2 – Lid; 4 – Bearing 

 

На сегодняшний день существует множе-

ство методов чистовой обработки поверхности, 

которые позволяют добиться высокой геометри-

ческой точности поверхности. Для получения вы-

сокоточных шаровых шарниров наибольшее рас-

пространение получил метод взаимной сфериче-

ской притирки. Сложность процесса притирки 

заключается в большом количестве факторов, 

влияющих на процесс износа поверхности [1]. По-

скольку основной процесс износа поверхности 

имеет физико-механическую природу, то в каче-

стве ключевых факторов процесса большинство 

исследователей [2-4] рассматривает динамические 

и кинематические факторы процесса, а именно 

давление и скорость притирки. 

Поскольку в процессе взаимной сфериче-

ской притирки варьирование фактора давления 

происходит только по величине, то фактор скоро-

сти рассматривается как основной управляемый 

фактор. В условиях взаимной сферической при-

тирки шаровой палец совершает сферическое 

движение. Под сферическим движением принято 

понимать движение абсолютно твёрдого тела, при 

котором оно имеет одну неподвижную точку. При 

таком движении из 6 степеней свободы тело ли-

шено 3 поступательных и имеет 3 вращательных 

движения. 

Для описания сферического движения ча-

ще всего используют модель Л. Эйлера [5]. При та-

кой системе положение тела задается углом собст-

венного вращения, углом прецессии и углом нута-

ции. Для описания используется 2 декартовы систе-

мы координат (далее – СК): подвижная OZXY, свя-

занная с вращающимся телом, и неподвижная 

OZ1X1Y1, относительно которой движется тело.  

За угол нутации θ принят угол между осью 

ОZ подвижной СК и осью ОZ1 неподвижной СК. 

Угол прецессии ψ является угол между линий уз-

лов OK и осью ОX1 неподвижной СК. Линия уз-

лов образуется в результате пересечения плоско-

сти XY подвижной СК с плоскостью X1Y1 непод-

вижной СК. Углом собственного вращения ϕ яв-

ляется угол между линий узлов OK и осью ОX 

подвижной СК. Наглядное представление способа 

Эйлера продемонстрировано на рис. 2. 

 

 

Рис.2. Система углов Эйлера 

Fig.2. Euler angle system 

При вращении шарового пальца невоз-

можно добиться равенства мгновенных линейных 

скоростей точек сферической поверхности из-за 

геометрического аспекта задачи. Так, например, 

мгновенные линейные скорости точек подвижно-

го пальца, расположенные на мгновенной оси 

вращения, равны нулю. Максимальные мгновен-

ные линейные скорости приобретают точки тела 

максимально удаленные от мгновенной оси вра-

щения. Для тел типа шар эти точки образуют ок-

ружность, которая расположена в экваториальной 

плоскости, проходящей через центр шара и пер-

пендикулярной мгновенной оси вращения. При 

длительном сохранении такого соотношения уг-

ловых скоростей возникает неравномерный износ 

контактной поверхности, которая преобразуется в 

эллипсоид или произвольную гладкую форму. 

Этот вывод согласуется с данными предваритель-

но проведенного эксперимента по установлению 

характера износа сферической поверхности в про-

цессе притирки [6]. 

Таким образом, обеспечение равенства ло-

кальных средних скоростей элементарных сегмен-

тов сферической поверхности на чистовой стадии 

процесса притирки является актуальной задачей. 

Решение задачи сводится к определению прой-
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денного пути каждым элементарным сегментом 

сферической поверхности в зоне контакта. 

Объектом исследования является кинема-

тика процесса взаимной сферической притирки. 

Предметом исследования является распределение 

пройденных путей элементарными сегментами 

сферических поверхностей деталей шарнира. 

Цель исследования – определить соотно-

шение скоростей, обеспечивающее наиболее рав-

номерное распределение пройденных путей эле-

ментарными сегментами сферических поверхно-

стей деталей шарнира. 

Для достижения поставленной цели необ-

ходимо решить следующие задачи.  

1. Разработать алгоритм имитационного мо-

делирования кинематики шарового шарнира при 

реализации технологического процесса притирки. 

2. Подобрать описательные модели для алго-

ритма. 

 

3. Разработать программное обеспечение (да-

лее – ПО) для имитационного моделирования тех-

нологического процесса притирки. 

4. Провести компьютерный эксперимент по 

исследованию распределения пройденных путей 

элементарными сегментами сферических поверх-

ностей деталей шарнира. 

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ 

В качестве основного метода исследования 

использовалось математическое моделирование 

сферического движения шарового пальца. В каче-

стве вспомогательного метода – метод компью-

терной визуализации кинематики, который позво-

ляет наглядно оценить характер движения и рас-

пределения пройденных путей. 

Моделирование производилось в ПО соб-

ственной разработки, которое выполнено в Web-

формате. Общий вид интерфейса ПО продемонст-

рирован на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Интерфейс ПО 

Fig. 3. Software interface 

 

В разработанном ПО используется сле-

дующий алгоритм имитационного моделирования 

кинематики сферического движения. На первом 

этапе производится генерация элементарных сег-

ментов сферических поверхностей деталей шар-

нира с учетом их конструктивных особенностей. 

Для шарового пальца также учитываются значе-

ния сферических углов, определяющие его на-

чальное положение. На втором этапе выполняется 

вращение сферической поверхности шарового 

пальца. Далее рассчитывается величина переме-

щения каждого элементарного сегмента шарового 

пальца. Одновременно выполняется обратный 

расчет относительного смещения каждого элемен-

тарного сегмента крышки и подпятника. 

Рассмотрим каждый этап моделирования 

детально. На первом этапе алгоритма необходимо 

произвести генерацию сферической поверхности в 

виде сегментов. Для проведения качественного и 

количественного анализа необходимо, чтобы ге-

нерирующиеся сегменты сферической поверхно-

сти имели одинаковую площадь. В современной 

литературе такую задачу решают посредством 

равномерного распределения точек по сфериче-
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ской поверхности. Можно выделить 2 основных 

метода генерации равномерно распределенных 

точек по сферической поверхности. 

Первый метод заключается в генерации 

точек посредством формул, использующих функ-

цию рандомизации [6]. Формулы имеют следую-

щий вид: 

                       (1) 

               (2) 

где        – случайное число принимающее 

значение от 0 до 1. 

Второй метод заключается в генерации 

равномерно распределенных точек внутри объема 

сферы [7]. Затем полученные точки, проецируют-

ся на сферическую поверхность по кратчайшему 

расстоянию. 

В ходе выполнения геометрического ана-

лиза сферической поверхности был установлен 

альтернативный метод равномерного распределе-

ния точек по сферической поверхности. Способ 

заключается в формировании точек на пересече-

нии меридиан и широт сферической поверхности, 

которые заданы определённым образом. Мери-

дианы следует задавать посредством равного уг-

лового шага, а широты – посредством набора се-

кущих плоскостей от одного полюса до другого, 

заданных с равным шагом. В результате такого 

разбиения получаются сферические сегменты 

равной площади. Площадь одного сферического 

сегмента рассчитывается по формуле: 

                    (3) 

где    — угловая ширина сегмента, рад.;   — ра-

диус сферической поверхности, мм;    — высота 

сегмента, мм. 

Сегменты представляют собой четырех-

угольные поверхности, вершины которых нахо-

дятся в точках пересечения меридиан и широт. 

Области, включающие полюса, образуют тре-

угольники, площади которых равны четырех-

угольникам, описанным выше. Данный метод по-

зволяет однозначно определить соседние точки 

без использования поисковых методов, поэтому 

он используется при моделировании. 

Для моделирования сферической поверх-

ности шарового пальца использовалось 40 мери-

диан и 21 плоскость, рассекающих поверхности 

сферы на 800 элементарных сегментов. Радиус 

сферической поверхности не влияет на характер 

распределения пройденных путей элементарными 

сегментами, а виляет лишь на значение пройден-

ной дистанции. Радиус сферической поверхности 

был назначен равным 300 мм. Моделирование 

сферической поверхности подпятника и крышки 

производилось аналогичным образом с той лишь 

разницей, что в верхней части крышки преду-

смотрено отверстие, обеспечивающее подвиж-

ность соединения. Размер этого отверстия ограни-

чивает максимально допустимый угол нутации. 

Максимальный угол нутации был назначен 30 

градусов. Итоговый результат разбиения сфериче-

ской поверхности на элементарные сегменты 

представлен на рис. 4. 

Координаты вершин элементарных сег-

ментов сферической поверхности рассчитываются 

по следующим формулам: 

                 (4) 

                 (5) 

        (6) 

 

 
Рис. 4. Визуализация сферических поверхностей шарнира 

Fig. 4. Visualization of spherical surfaces of joint 

 
На следующем этапе алгоритма происхо-

дит вращение сферической поверхности шарового 

пальца. Сначала производится расчет приращения 

сферических углов, определяющих положение 

тела в пространстве.  

Далее производится расчет координат то-

чек поверхности пальца в результате его элемен-

тарного вращения посредством матрицы поворо-

та, согласно следующей формуле: 

 

   ,  
   ,  
   ,  

   

     ψ       ϕ -     ψ       θ       ϕ      ψ       ϕ       ψ       θ       ϕ      θ       ϕ 

-     ψ       ϕ -     ψ       θ       ϕ -     ψ       ϕ       ψ       θ       ϕ      θ       ϕ 

     ψ       θ -     ψ       θ      θ 
   

   ,  
   ,  
   ,  
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где                      - координаты положения 

точки (k,n) пальца до выполнения элементарного 

поворота, мм;    - приращение угла прецессии, 

рад.;    - приращение угла нутации, рад.;    при-

ращение угла собственного вращения, рад. 

Расчет движения крышки и подпятника 

относительно шарового пальца производится по-

средством первичного разложения вектора мгно-

венной оси вращения по составляющим на оси 

декартовой системы координат. Затем выполняет-

ся расчет трех поворотов подпятника и крышки 

относительно шарового пальца. 

Далее производится расчет средней вели-

чины элементарного перемещения сегмента по 

формуле: 

          
              

 
    

 
    

 
  (8) 

где        — перемещение точки ( , ) пальца, ко-

торое рассчитывается по формуле длины разности 

векторов, мм. 

В накоплении пути участвуют только те 

сегменты, которые находятся в зоне контакта, 

крышки и подпятника с шаровым пальцем. 

Поскольку при моделировании имеет зна-

чение взаимное отношение величин скоростей 

сферического движения, то абсолютные значения 

скоростей влияют лишь на время, затрачиваемое 

на прохождение дистанции площадками сфериче-

ской поверхности. В силу вышесказанного макси-

мальное значение скорости вращения одного дви-

жения назначено в 100 град/с. Шаг по времени 

при моделировании составляет 0,02 с. В каждом 

опыте моделирование кинематики производится 

до тех пор, пока хотя бы один сегмент не достиг-

нет контрольного значения пройденной дистан-

ции. В качестве контрольного значения дистанции 

определена величина пройденного пути, равная 

150 величинам радиуса, что составляет 45000 мм. 

Планирование эксперимента проводилось 

в несколько этапов. Для каждого этапа формиро-

вался план серии опытов с учетом предыдущих 

опытов для исключения дублирования опытов с 

одинаковым соотношением скоростей вращения. 

Также при планировании эксперимента не учиты-

вались стратегии с одним движением, так как они 

гарантированно дают худший результат по равно-

мерности распределения пройденного пути сег-

ментами сферической поверхности. 

После проведения серии опытов произво-

дится расчет основных статистических показате-

лей, а также строятся развертки градиентных карт 

пройденных путей элементарными сегментами 

сферической поверхности (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Карта пройденных путей элементарными сегментами сферической поверхности 

Fig. 5. Map of the paths traveled by elementary segments of a spherical surface 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

В первой серии опытов производилось мо-

делирование комбинации из 2 и 3 вращательных 

движений при максимальной скорости вращения. 

Для комбинации движений прецессии и собствен-

ного вращения в качестве начального положения 

задан максимальный угол нутации для обеспече-

ния контакта по всей сферической поверхности 

шарового пальца.  
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Таблица 1 

План первой серии опытов 

Table 1. Plan of the first series of experiments 
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1 100 0 -100 0.234 0.673 12153 0.719 0.812 4152 

2 100 0 100 0.205 0.690 13736 0.364 0.834 9339 

3 0 100 100 0.071 0.761 13319 0.572 0.805 4929 

4 100 100 0 0.128 0.666 14785 0.823 0.930 2491 

5 100 100 100 0.062 0.713 15211 0.531 0.865 6952 

6 100 100 -100 0.078 0.646 13254 0.641 0.783 4921 

          

Из полученных результатов первой серии 

опытов следует, что для шарового пальца лучшими 

показателями обладает стратегия из 3 опыта. Эта 

стратегия позволяет достичь полного перекрытия по 

сферической поверхности, так как сформирована 

двумя взаимно-перпендикулярными движениями. 

Худшими показателями обладает стратегия из 6 

опыта. Следует отметить, что в 4 опыте не образует-

ся полноценное перекрытие сферических поверхно-

стей в зоне контакта, так как отсутствует движение 

собственного вращения. Этим обусловлено повы-

шенное значение отношения минимального пути к 

максимальному. 

Для подпятника и крышки лучшими пока-

зателями обладает стратегия из 4 опыта. Такая 

стратегия базируются на 2 взаимно перпендику-

лярных движениях прецессии и нутации, оси ко-

торых расположены в плоскостях симметрии от-

носительно зоны контакта сферических поверхно-

стей. Худшими показателями обладает стратегия 

из 2 опыта, так как при таком законе движения 

происходит рост накопленного пути по мере при-

ближения к экваториальной зоне. 

 

Во всех стратегиях сохраняется тенденция 

более равномерного распределения пройденных 

путей площадками сферической поверхности для 

подпятника и крышки. Стратегия 5, обладающая 

набольшей средней скоростью, имеет наихудшие 

показатели по равенству пройденных путей для 

шарового пальца и показатели хуже среднего для 

подпятника и крышки. Данная стратегия обеспе-

чивает повышенный путь у площадок сфериче-

ской поверхности, расположенных в экваториаль-

ной зоне. Развертки градиентных карт пройден-

ных путей элементарными сегментами сфериче-

ской поверхности по 5 стратегии для шарового 

пальца и подпятника с крышкой представлены на 

рис. 6. Из полученных результатов второй серии 

опытов следует, что для шарового пальца лучши-

ми показателями обладает стратегия из 14 опыта. 

В данной стратегии движение прецессии и собст-

венного вращения происходит в противополож-

ных направлениях, что приводит к снижению ве-

личины результирующего вращательного движе-

ния. Худшими показателями обладают стратегии 

из 10 и 16 опытов, которые имеют характер нако-

пления путей, аналогичных 6 опыту. 

 

 
Рис. 6. Карта пройденных путей 5 опыта (а) для шарового пальца 

(б) для подпятника и крышки  

Fig. 6. Map of the paths traveled for (a) a ball pin and (b) bearing with a lid in experiment 5 
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Таблица 2 

План второй серии опытов 

Table 2. Plan of the second series of experiments 
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7 100 100 50 0.069 0.734 14923 0.634 0.885 5519 

8 100 100 -50 0.083 0.714 13943 0.861 0.894 2005 

9 100 50 100 0.055 0.690 15710 0.374 0.837 9189 

10 100 50 -100 0.076 0.649 13284 0.629 0.789 4644 

11 50 100 100 0.063 0.728 15144 0.648 0.887 5245 

12 50 100 -100 0.076 0.730 14466 0.804 0.867 2754 

13 100 50 50 0.057 0.701 15336 0.413 0.843 8615 

14 100 50 -50 0.091 0.806 14623 0.807 0.926 3022 

15 50 100 50 0.076 0.769 15229 0.836 0.932 2635 

16 50 100 -50 0.078 0.645 13251 0.653 0.782 5028 

17 50 50 100 0.050 0.694 15648 0.433 0.847 8239 

18 50 50 -100 0.057 0.755 15591 0.896 0.949 1443 

 
Для деталей подпятник и крышка лучши-

ми показателями обладают стратегии из опытов 8, 

15 и 18. В стратегиях из опытов 8 и 15 в качестве 

превалирующего движения выступает нутация. 

При этом стратегия из 8 опыта обеспечивает по-

вышенный путь у площадок сферической поверх-

ности, расположенных у полюса детали (рис. 7А), 

а из 15 опыта – наоборот, в экваториальной облас-

ти. В стратегии из 18 опыта имеется преобладание 

движения собственного вращения над нутацией. 

Такая стратегия приводит к образованию четырех 

эпицентров повышенного накопления пути в эква-

ториальной области (рис. 7Б). Худшими показате-

лями обладают стратегии из опытов 9, 13 и 17. 

Эти стратегии имеют существенное преобладание 

результирующего движения прецессии и собст-

венного вращения над нутацией. При этом худ-

ший результат дает 9 стратегия. 

В третьей серии опытов производилось 

моделирование при сочетании комбинаций скоро-

стей вращения равных 90, 60 и 30 град/с (табл.3). 

 
Рис. 7. Карта пройденных путей для подпятника и крышки (А) 8 опыт, (Б) 18 опыт  

Fig. 7. Map of the paths for a bearing with a lid according to (А) 8 and (B) 18 experiments 

 

Из полученных результатов по третьей се-

рии опытов следует, что для шарового пальца 

наилучшими показателями обладают стратегии из 

опытов 22 и 20, которые имеют характер накопле-

ния путей аналогичный 14 опыту. Среди опытов 

14, 20 и 22, лучшими показателями обладает стра-

тегия из 22 опыта, а худшими – из 20. Таким обра-

зом наблюдается первое правило: лучший резуль-

тат обеспечивают стратегии, в которых скорость 

прецессии по модулю превосходит скорость соб-

ственного вращения и направлена в сторону про-

тивоположную этой скорости при стремлении 

скорости нутации к минимальному значению. Для 

шарового пальца худшими показателями по сово-

купному значению параметров обладают страте-

гии из 34 и 40 опытов, которые имеют характер 

накопления путей аналогичным 6, 10 и 16 опытам. 

Среди опытов 6, 10, 16, 34 и 40 лучшими совокуп-

ными показателями обладает стратегия из 10 опы-

та, а худшими – из 34. Таким образом наблюдает-

ся второе правило: худший результат дает страте-

гия, в которой скорости движений прецессии и 
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собственного вращения равны по модулю, проти-

воположны по направлению вращения и стремят-

ся к минимуму, а скорость нутации стремится к 

максимальному значению. Для деталей подпятник 

и крышка худшими показателями также обладают 

стратегии из 34 и 40 опытов. 
Таблица 3 

План третьей серии опытов 

Table 3. Plan of the third series of experiments 
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19 90 60 30 0.053 0.718 15111 0.518 0.863 7142 

20 90 60 -30 0.073 0.789 14910 0.813 0.928 2983 

21 90 30 60 0.052 0.689 15708 0.336 0.830 9788 

22 90 30 -60 0.097 0.807 14539 0.817 0.928 2762 

23 60 90 30 0.063 0.771 15260 0.830 0.930 2730 

24 60 90 -30 0.070 0.678 13669 0.763 0.833 3531 

25 60 30 90 0.046 0.684 15905 0.357 0.834 9394 

26 60 30 -90 0.053 0.758 15797 0.929 0.968 729 

27 30 60 90 0.051 0.708 15460 0.542 0.866 6697 

28 30 60 -90 0.056 0.758 15583 0.869 0.941 1951 

29 30 90 60 0.064 0.765 15406 0.839 0.932 2552 

30 30 90 -60 0.066 0.684 13856 0.733 0.821 3909 

31 90 30 30 0.057 0.697 15407 0.357 0.834 9461 

32 90 30 -30 0.077 0.744 14308 0.513 0.862 7200 

33 30 90 30 0.073 0.780 15462 0.923 0.949 1006 

34 30 90 -30 0.066 0.644 13362 0.653 0.781 5053 

35 30 30 90 0.04 0.684 15879 0.397 0.841 8724 

36 30 30 -90 0.038 0.701 15565 0.62 0.885 5364 

37 90 60 60 0.053 0.705 15407 0.458 0.851 7983 

38 90 60 -60 0.075 0.708 13914 0.862 0.901 1827 

39 60 90 60 0.058 0.740 15188 0.692 0.897 4679 

40 60 90 -60 0.068 0.645 13364 0.648 0.782 5006 

41 60 60 90 0.051 0.701 15573 0.467 0.853 7790 

42 60 60 -90 0.063 0.731 14764 0.786 0.861 2932 

43 90 90 30 0.061 0.744 15023 0.686 0.897 4823 

44 90 90 -30 0.072 0.767 14984 0.937 0.963 830 

45 90 30 90 0.050 0.684 15929 0.334 0.830 9800 

46 90 30 -90 0.073 0.651 13285 0.626 0.792 4573 

47 30 90 90 0.058 0.736 15289 0.700 0.898 4480 

48 30 90 -90 0.067 0.787 15594 0.902 0.934 1255 

49 90 90 60 0.058 0.725 15156 0.592 0.876 6108 

50 90 90 -60 0.070 0.675 13587 0.765 0.838 3372 

51 90 60 90 0.050 0.697 15638 0.421 0.845 8489 

52 90 60 -90 0.067 0.647 13367 0.636 0.785 4799 

53 60 90 90 0.055 0.721 15295 0.600 0.878 5949 

54 60 90 -90 0.066 0.686 13953 0.716 0.818 4015 

 
Для деталей подпятник и крышка лучши-

ми совокупными показателями обладают страте-

гии из опытов 26 и 44. Стратегия 26 имеет харак-

тер накопления путей аналогичный стратегии из 

18 опыта, но с более резким переходом к пиковым 

значениям. Стратегия 44 имеет характер накопле-

ния путей, аналогичный стратегии из 8 опыта, но 

с более резким переходом к пиковым значениям. 

Исходя из данных проделанных опытов не полу-

чается установить простое правило, поскольку 

разные стратегии дают схожие результаты. По-

этому можно выделить группу правил. Третье 

правило: хороший результат дает стратегия, в ко-

торой скорости движений прецессии и собствен-

ного вращения не равны по модулю, направлены в 

одну сторону и стремятся к минимуму, а скорость 



Инженерно- технические науки – машиностроение и технологии 
 

102 Современные наукоёмкие технологии. Региональное приложение. №1(81) 2025  

 

нутации стремится к максимуму. Четвертое пра-

вило: хороший результат дает стратегия, в кото-

рой скорости движений прецессии и собственного 

вращения не равны по модулю, противоположны 

по направлению вращения, при этом одна из них 

вместе со скоростью нутации стремятся к макси-

муму, а другая – к минимуму. Отдельно следует 

отметить стратегию из 26 опыта, в которой дви-

жения прецессии и собственного вращения не 

равны по модулю, направлены в противополож-

ные стороны, скорость нутации стремится к ми-

нимуму, скорость собственного вращения – к мак-

симуму, а скорость прецессии – к среднему значе-

нию. Эта стратегия дает один из лучших результа-

тов в третьей серии опытов. 

Опираясь на сформулированные правила, 

был составлен план четвертой серии опытов при 

сочетании комбинаций скоростей вращения рав-

ных 100, 75, 50 и 25 град/с (табл. 4). Также были 

включены в план новые комбинации, соотноше-

ния скоростей в которых не совпадало с преды-

дущими опытами. 

 
Таблица 4 

План четвертой серии опытов 

Table 4. Plan of the fourth series of experiments 
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55 100 25 -75 0.096 0.774 14459 0.847 0.936 2232 

56 100 25 -50 0.084 0.763 13986 0.531 0.866 6908 

57 100 25 -25 0.066 0.723 14558 0.406 0.842 8728 

58 25 100 -25 0.077 0.645 13245 0.652 0.781 5060 

59 25 100 50 0.081 0.799 15742 0.938 0.972 845 

60 50 100 25 0.084 0.804 15612 0.934 0.970 898 

61 25 100 75 0.074 0.764 15268 0.844 0.934 2467 

62 75 100 25 0.080 0.773 15050 0.828 0.930 2759 

63 25 100 -100 0.077 0.792 15821 0.939 0.970 777 

64 100 100 -25 0.085 0.794 15328 0.931 0.970 1003 

65 25 100 -50 0.077 0.668 13498 0.701 0.804 4399 

66 25 100 -75 0.079 0.729 14397 0.817 0.871 2633 

67 75 100 -25 0.084 0.718 14055 0.857 0.890 2135 

68 50 100 -25 0.080 0.664 13393 0.722 0.811 4148 

 
Из полученных результатов четвертой се-

рии опытов следует, что для шарового пальца 

наилучшими показателями обладает стратегия из 

опыта 60. Однако полученные показатели хуже, 

чем в 14 и 22 опытах. Таким образом первое пра-

вило необходимо переформулировать следующим 

образом: лучший результат обеспечивают страте-

гии, в которых скорость прецессии по модулю 

превосходит скорость собственного вращения и 

направлена в противоположную ей сторону при 

отношении скоростей прецессии, собственного 

вращения и нутации как 3:2:1 соответственно. Для 

подпятника и крышки наилучшими совокупными 

показателями обладают стратегии из опытов 59, 

60, 63 и 64. Таким образом подтверждается спра-

ведливость третьего и четвертого правил. Худши-

ми показателями для всех деталей шарнира обла-

дает стратегия из 58 опыта, что также подтвер-

ждает верность второго правила. 

Из рассмотренных опытов лучшими пока-

зателями для шарового пальца имеют стратегии из 

опытов 22, 14. Худшими показателями обладает 

стратегия из опыта 34. Характер распределения 

накопления путей по сферической поверхности 

шарового пальца для опытов 22, 14 и 34 представ-

лены на рис. 8. Для крышки и подпятника лучши-

ми оказались стратегии из опытов 59, 60, 63,64, 26 

и 44. Худшими показателями обладает стратегия 

из опыта 34. Распределение накапливаемых путей 

по сферической поверхности крышки и подпятни-

ка для опытов 59, 60 и 64 носит идентичный ха-

рактер. Противоположный характер носит рас-

пределение накопленных путей из опытов 63 и 44. 

Явно выраженные зоны повышенного наколенно-

го пути наблюдаются в опыте 26. Карты накоп-

ленных путей для крышки и подпятника в опытах 

59, 63, 26 и 34 представлены на рис. 9. 
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Рис. 8. Карта пройденных путей для шарового пальца (А) 22 опыта, (Б) 14 опыта, (В) 34 опыта  

Fig. 8. Map of the paths for a ball pin according to (A) 22, (B) 14, (С) 34 experiments 

  

 

Рис. 9. Карта пройденных путей для подпятника и крышки (А) 59 опыта, (Б) 63 опыта, (В) 26 опыта, (Г) 34 опыта 

Fig. 9. Map of the paths for a bearing with a lid according to (А) 59, (B) 63, (С) 26, (G) 34 experiments 

 
Поскольку присутствуют стратегии, в ко-

торых характер накопления путей противополож-

ный, то следует ожидать, что варьирование значе-

ния скорости в процессе движения может повы-

сить равномерность накапливаемого пути. 

Для проверки данной гипотезы был со-

ставлен план пятой серии опытов (табл. 5). Со-

ставленные стратегии базируются на лучших ре-

зультатах предыдущих планов. Часть стратегий 

сформирована из противоположных по характеру 

накапливаемого пути стратегий. Другие стратегии 

сформированы на базе одной стратегии с хоро-

шими показателями. Скорости в этих стратегиях 

изменяются по синусоидальному закону. Из полу-

ченных результатов пятой серии опытов следует, 

что для шарового пальца наилучшими показате-

лями обладает стратегия из опыта 75, а для крыш-

ки и подпятника стратегия из опыта 69. Осталь-

ные стратегии 5 серии опытов оказались сопоста-

вимы по результатам со стратегиями из 3 и 4 се-

рии. Стратегии из опытов 75 и 69 имеют характер 

накопления путей подобный стратегии из 26 опы-

та. Стратегии из опытов 72 и 74 имеют подобные 

характеры накопления пути для шарового пальца 

не похожие на предыдущие (рис. 10). Так на сфе-

рической поверхности шарового пальца имеется 

две зоны с пониженным пройдённым путем, пре-

имущественно расположенные в нижнем полуша-

рии. В верхнем полушарии имеется расширенная 

площадка, не попадающая в контактную зону 

сферического соединения. 
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Таблица 5 

План пятой серии опытов 

Table 5. Plan of the fifth series of experiments 
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69 42.5+17.5cos(5t) 65-35cos(5t) -95+5cos(5t) 0.067 0.782 15693 0.936 0.974 717 

70 42.5+17.5cos(5t) 65+35cos(5t) -95+5cos(5t) 0.061 0.788 15801 0.928 0.969 828 

71 42.5+17.5cos(0.5t) 65-35cos(0.5t) -95+5cos(0.5t) 0.068 0.782 15722 0.916 0.968 953 

72 60+40cos(5t) 65-35cos(15t) 100cos(10t) 0.119 0.672 14935 0.748 0.924 3191 

73 60+40cos(5*t) 60-40cos(5t) -40+10cos(0.5t) 0.077 0.755 14594 0.875 0.917 1548 

74 70+30cos(5t) 90+10cos(5t) -30cos(5t) 0.123 0.660 14899 0.923 0.964 921 

75 95+5cos(5t) 40+10cos(5t) -55+5cos(5t) 0.091 0.817 14565 0.810 0.927 2912 

76 25+5cos(5t) 95+5cos(5t) 50+5cos(5t) 0.075 0.795 15675 0.929 0.968 991 

77 25+5sin(5t) 95+5cos(5t) 50+5sin(5t) 0.075 0.795 15675 0.930 0.968 985 

78 90+10cos(5t) 90+10cos(5t) -30+5cos(5t) 0.077 0.768 14843 0.935 0.964 819 

79 50+5cos(5t) 95+5cos(15t) 25+5cos(10t) 0.082 0.801 15536 0.925 0.966 1098 

80 60+10sin(5t) 30+10cos(5t) -90-10sin(5t) 0.047 0.756 15732 0.934 0.968 691 

 

Рис. 10. Карта пройденных путей для подпятника и крышки (А) 72 опыта, (Б) 74 опыта 

Fig. 10. Map of the paths for a bearing and a lid according to (А) 72, (B) 74 experiments 

 

ОБСУЖДЕНИЕ 

В результате проведенного исследования 

было установлено, что наиболее неравномерное 

распределение накопленных путей по сфериче-

ской поверхности образуется при значительном 

превалировании одного сферического движения 

над другими. Наиболее равномерное распределе-

ние достигается за счет варьирования соотноше-

ний значений скоростей. При этом лучший ре-

зультат по равномерности накапливаемых путей 

обеспечивает стратегия с приращением скоростей 

вращения по синусоидальному закону между зна-

чениями, обеспечивающими разный характер на-

копления пройденных путей площадками сфери-

ческой поверхности. Однако такая стратегия не 

дает существенного прироста равномерности рас-

пределения по сравнению с классической страте-

гией, основанной на постоянстве скоростей. 

Значительно лучший результат дает по-

очередное сочетание двух стратегий с противопо-

ложным характером накопления путей. Так, на-

пример, сочетание стратегий из опытов 58 и 75 в 

пропорции 11 к 20 соответственно, дает следую-

щее значение показателей для крышки и подпят-

ника: Lm  /Lma    0,967; Lmea /Lma    0,989; σ   

284 мм (рис. 11). 

 

Рис. 11. Карта пройденных путей комбинированного опыта 

для подпятника и крышки 

Fig. 11. Map of the traveled paths of the combined experiment for 

a bearing and a lid 

В приведенном исследовании расчет пере-

мещений сегментов на каждом элементарном по-
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вороте производился через длины отрезков, со-

единяющих исходные и конечные положения то-

чек сферической поверхности. В действительно-

сти точки перемещаются по дугам, радиусы кото-

рых равны радиусу сферы. Тем самым истинный 

пройденный путь будет больше, чем полученные 

значения пройденных путей. Однако этим можно 

пренебречь в силу следующих обстоятельств. Во-

первых, при имитационном моделировании ис-

пользуется весьма малый шаг по времени. Во-

вторых, для всех точек сферической поверхности 

в силу жестких геометрических связей сохраняет-

ся равенство отношения длины пройденного пути 

к длине перемещения при элементарном повороте. 

В дальнейшем разработанный алгоритм 

ляжет в основу имитационного моделирования 

технологического процесса взаимной сфериче-

ской притирки шарового шарнира.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Соотношение скоростей сферического 

движения оказывает существенное влияние на 

геометрическую точность получаемых поверхно-

стей в технологическом процессе взаимной сфе-

рической притирки. Для проведения исследования 

было разработано ПО, которое позволяет прово-

дить широкоплановые эксперименты в автомати-

ческом режиме для оценки характера распределе-

ния пройденных путей сегментами сферической 

поверхности. Получены следующие результаты: 

Была подтверждена важность взаимного 

соотношения скоростей сферического движения. 

Определены соотношения скоростей, по-

зволяющие получать равномерность пройденных 

путей в пределах 10%. 

Определено направление повышения рав-

номерности распределения пройденных путей за 

счет варьирования стратегий движения. 

Полученные результаты можно использо-

вать для наладки технологических процессов вза-

имной сферической притирки на производстве.  
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