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В статье представлены результаты решения задачи редукции многомерной ма-
тематической модели химического реактора, которая используется в дальнейшем для син-
теза системы управления температурным режимом аппарата. Проблема синтеза системы 
управления обусловлена многомерностью и нелинейностью исходной модели, отсутствием 
измерений текущих значений концентраций веществ. Преодоление указанных трудностей 
предполагает проведение линеаризации модели, её редукцию и синтез алгоритма управления 
на базе регулятора состояния пониженного порядка. Приводится теоретическое обоснова-
ние различных способов редукции полноразмерной линеаризованной модели реактора. Путем 
моделирования динамики процесса с использованием редуцированных различными способами 
моделей определено, что удовлетворительно свойства объекта описывает модель, редуциро-
ванная с использованием уравнений для коэффициентов чувствительности концентраций к 
изменению констант скоростей или с использованием уравнений статики для концентра-
ций линеаризованной модели. 
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Технологические объекты управления 

(ТОУ) являются сложными физико-техническими 

системами, элементы которых (подсистемы) 

взаимодействуют между собой посредствам мате-

риальных, энергетических и информационных 

потоков. С точки зрения задач автоматизации и 

управления ТОУ являются многомерными, нели-

нейными и многосвязными, что находит отраже-

ние на структуре уравнений математической мо-

дели. Указанные свойства объекта обуславливают 

проблему синтеза алгоритмов управления техно-

логическими процессами. 

Несмотря на указанные свойства объектов 

до настоящего времени наиболее распространен-

ными являются системы автоматического управ-

ления (САУ) на базе ПИД-алгоритмов, при пара-

метрическом синтезе которых используются фор-

мализованные модели в пространстве «вход-

выход» [1, 2]. Данный подход к синтезу САУ оп-

равдывает себя при невысоких требованиях к ста-

тическим и динамическим свойствам САУ [3]. 

Учитывая достижения прикладной теории 

автоматического управления [4-7], можно реко-

мендовать два современных подхода к решению 

указанной проблемы синтеза САУ. 

Первый подход – позволяющий преодо-

леть проблему нелинейности – это синтез нели-

нейных синергетических алгоритмов методом 

аналитического конструирования агрегированных 

регуляторов (АКАР) [7]. 

Второй подход предполагает проведение 

линеаризации математической модели в окрестно-

сти стационарного положения (положения стати-

ки) и синтез алгоритмов управления на базе регу-

лятора состояния с определением параметров ал-

горитма методом модального управления [6, 8]. 

Наряду с нелинейностью и многосвязностью объ-

ектов дополнительные трудности при синтезе ал-

горитмов управления обусловлены высокой раз-

мерностью вектора состояния объектов, что по-

рождает проблему полной измеримости. Сущест-

вует несколько способов решения данной пробле-

мы: построение наблюдателей состояния (нели-

нейных и линейных) [3, 7], декомпозиция сложно-

го объекта на подсистемы и редукция математи-

ческой модели объекта [6], редукция алгоритмов 

полноразмерного регулятора состояния [8, 9]. 

Однако, в силу многосвязности объекта, 

наличия обратных связей между переменными 

состояния задача декомпозиции многомерного 

объекта и дальнейшая редукция математической 

модели зачастую не является тривиальной. 

Рассмотрим в качестве объекта управления 

химический реактор, в котором реализуется слож-

ная экзотермическая реакция: 

, , 

где А, В, Р1, Р2 – реактанты, k1, k2 – константы 

скоростей стадий. 

Реактор – это сложная система, состоящая 

из двух подсистем: химической и тепловой, взаи-

модействующих между собой. Данный факт от-

ражается на структуре математической модели, 

состоящей из подсистемы нелинейных обыкно-

венных дифференциальных уравнений, описы-

вающих изменение концентраций реагентов (1), и 

подсистемы, описывающей температурный (теп-

ловой) режим объекта (2). Модель (1), (2) описы-

вает свободное движение системы. 

,
 

,
 

.
 

(1) 

,
 

,     (2) 

 

Начальные условия:  - значения 

переменных в статике: 

где х1, х2, х3 – концентрации веществ А, В, Р1; х4, 

х5 – температура реакционной смеси и хладагента 

в рубашке, соответственно; v1, v2 – расходы пото-

ков исходных компонентов; САвх, СВвх – концен-

трации исходных компонентов; V – объем смеси в 

реакторе; Vхл – объем хладагента в рубашке; t1, t2 – 

температуры входных потоков; tхл
вх

 – температура 

хладагента на входе в аппарат; vхл – расход хлада-

гента на входе и выходе из аппарата, ρ и ст – плот-

ность и теплоемкость смеси в реакторе; ρхл и схл 

– плотность и теплоемкость хладагента в рубашке; 

ΔНi (i=1,2) – тепловой эффект соответствующей 

стадии, реакции; β – параметр теплообмена; 

1
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, i = 1, 2 - температурная зави-

симость констант скоростей; Ei - энергия активации, 

R - универсальная газовая постоянная. 

Задача управления объектом формулиру-

ется как задача управления температурным режи-

мом в силу невозможности измерения концентра-

ций веществ в реальном масштабе времени. В ка-

честве управляющего воздействия выступает из-

менение расхода хладагента – Δvхл. 

В работах [10, 12] изложены результаты 

аналитического синтеза алгоритма управления 

температурой в реакторе методом (АКАР). 

 Для решения задачи использовалась толь-

ко модель тепловой подсистемы (2). Влияние хи-

мической подсистемы на тепловую, то есть на 

температуру определяется наличием в правой час-

ти уравнения теплового баланса f4 слагаемого, оп-

ределяющего скорость тепловыделения: 

,
 

При записи модели возбужденного движе-

ния объекта, используемой при выводе закона 

управления, величина Qр выражалась через тепло-

выделение в равновесном состоянии (статике) - 

Qр
0
 (известное значение) и некоторое отклонение 

ΔQр, обусловленное изменением концентраций 

веществ: Qр = Qр
0
 + ΔQр. Величина ΔQр интерпре-

тировалась как внутреннее измеримое возмуще-

ние. Таким способом была решена задача редук-

ции исходной математической модели и преодо-

лена проблема, обусловленная нелинейностью 

модели. 

Второй способ преодоления указанных 

трудностей – это синтез алгоритма управления 

температурой на базе регулятора состояния пони-

женного порядка, что предполагает решение сле-

дующих задач [6, 8]: линеаризация исходной не-

линейной модели (1)÷(2) в окрестности стацио-

нарного положения; редукция линеаризованной 

модели; синтез регулятора для редуцированной 

модели; исследование работоспособности регуля-

тора с использованием исходной модели объекта. 

Наиболее ответственным и неформализо-

ванным является этап редукции полной линеари-

зованной модели с учетом имеющихся возможно-

стей измерения переменных состояния и их взаи-

мовлияния. 

Линеаризованная в окрестности положе-

ния равновесия модель (1), (2) запишется сле-

дующим образом: 

; ,   (3) 

 

где  - вектор состояния, 

, 
,
 

, 
.
 

 Подсистема, описывающая тепловой 

режим в развернутом виде в силу уравнений (1)-

(3) имеет вид: 

,
 

.
 

 (4) 

 

Предполагается, что в системе (4) приращения 

переменных состояния (концентраций 

веществ) обусловлены отклонением температуры 

процесса от статического значения ( ), что при-

водит к изменению констант скоростей.  

Учитывая, что согласно модели (1) 

, ;  можно записать:  

 , 
.
 

(5) 

С учетом температурной зависимости кон-

стант скоростей стадий ,  произ-

водные  примут вид: 

,

 

где  - значение константы при  (в ста-

тике). Соотношение (5), определяющее зависи-

мость приращения концентраций от приращения 

температуры, запишем в виде: 

 
,
 

.
 

Для вычисления  по соотношению (6) 

необходимо каким-либо образом определить ве-

личины , которые можно интерпрети-

ровать как коэффициенты чувствительности кон-

центраций к изменению констант скоростей в ок-

рестности стационарного состояния объекта.  

Вычислить оценки величин  

можно различными способами. Первый способ 

заключается в следующем. Вводится в рассмотре-

ние система дифференциальных уравнений, опи-

сывающих изменение коэффициентов чувстви-

тельности переменных х1, х2, х3 во времени сле-

дующим образом [13].  

Рассмотрим первое уравнение в (1): 

. 
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Продифференцируем левую и правую час-

ти уравнения по k1 с учётом того, что , 

:
 

.
 

Поменяв порядок вычисления производ-

ных в левой части, будем иметь: 

.
 

Аналогично получим уравнение для : 

.
 

Выполнив такие же манипуляции со вто-

рым и третьим уравнением системы (1), получим 

систему дифференциальных уравнений для всех 

коэффициентов чувствительности. В матричном 

виде система запишется: 

,
     

(7)
 

где 
;
 

; , ;

 
,
 

,
 

; ,
 

,
  

,
 

.
 

Начальные условия – нулевые , 

так как предполагается, что константы в началь-

ный момент времени не влияют на ,  

 

Определить значения , соответствую-

щие стационарному состоянию объекта (состоя-

нию статики), возможно при моделировании ре-

жима пуска аппарата в изотермических услови-

ях(x4=const) путем интегрирования системы (1) 

совместно с системой (7) с начальными условиями 

, . Интегрирование осуществ-

ляется до момента установления стационарного 

режима (состояния статики, xi=const). Значения

, соответствующие данному режиму, 

используются для оценки  по соотношению 

(6). Решение задачи можно упростить, предвари-

тельно вычислив элементы матриц  и для ус-

ловий стационарного режима (статики) 

. В этом случае система обыкновен-

ных дифференциальных уравнений (7) преобразу-

ется в систему линейных алгебраических уравне-

ний относительно wi, j. Более грубые оценки ве-

личин можно получить, воспользовав-

шись уравнениями статики объекта, соответст-

вующими системе (1): f1(·) = 0, f2(·)= 0, f3(·)= 0 

(второй способ). Из данных уравнений выразим, 

соответственно, значения х1, х2, х3 в статике: 

;
 

;
 .  

(8) 

Соотношения (8) определяют взаимосвязь 

,  в статике. 

Из данных соотношений в явном виде получим 

зависимости : 

 

; ;
; 

; ;
 . 

                (9) 

Вычисленные первым или вторым спосо-

бом оценки величин  используются в 

соотношении (6) для определения значений Δxi, 

которые подставляются в систему (4). 

 В результате подстановки первое уравне-

ние (4) преобразуется к виду: 

 

где .  

Второе уравнение (4) остается прежним. 

Таким способом будет получена редуци-

рованная модель объекта, которая может исполь-

зоваться при синтезе РС пониженного порядка для 

управления температурой в реакторе. 

Третий способ вычисления оценок 

 и дальнейшей редукции модели (3) со-

стоит в следующем.  
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Выпишем уравнения статики для концен-

траций веществ в соответствии с линеаризованной 

моделью (3) при Δvхл = 0: 

.
 

 

Решение системы линейных алгебраических урав-

нений (11) относительно неизвестных ,  

в соответствии с правилом Крамера запишется: 

, ,   
  (12) 

 

где det – определитель системы (11), deti – опреде-

литель, в который i-ый столбец заменён столбцом 

С = (с1  с2  с3)Т. Подстановкой данных соотноше-

ний в систему (4) решается задача редуцирования 

полной линеаризованной модели (3).  

 Следует ожидать, что динамические и статиче-

ские свойства редуцированной модели, полученной 

изложенными способами, будут несколько отличать-

ся от свойств исходной модели (3) в силу сделанных 

допущений и упрощений (упрощение заключается в 

том, что при изменении Δх4 концентрации изменя-

ются безынерционно, мгновенно).   

 Качество редуцированной модели, полученной 

предложенными способами, возможно оценить пу-

тём сравнения переходных процессов, рассчитанных 

по этой модели, с переходными процессами, рассчи-

танными по исходной нелинейной модели (1), (2) и 

полноразмерной линеаризованной модели (3). 

 Значения режимно-технологических и конст-

руктивных параметров реактора в стационарном 

состоянии:  

V = 10 м
3
; v1 = 0.3 м

3
/мин; v2 = 0.7 м

3
/мин;  

САвх = 20 кмоль/м
3
; СВвх = 10 кмоль/м

3
;  

К1 = 1,5·109 м
3
/(кмоль·мин);  

К2 = 1,5·108 м
3
/(кмоль·мин);  

t1 = 30  ; t2 = 30  ;  

E = 66520 кДж/кмоль;  

ΔH1 = 65000 кДж/кмоль;  

ΔH2 = 60000 кДж/кмоль;  

ρ = 1000 кг/м
3
; ρхл = 1000 кг/м

3
;  

ст = 4.18 кДж/(кг·град); tхл
вх

 = 20  ;  

Vхл = 5.8 м
3
; vхл = 1.18 м

3
/мин; 

β= 3530 кДж/град·мин; СА = 0.829 кмоль/м
3
;  

СВ = 2.51 кмоль/м3; СР1 = 3.808 кмоль/м
3
;  

СР2 = 0.681 кмоль/м
3
; t = 80  ; tхл = 45  . 

Запишем с учетом (10) редуцированную 

модель, описывающую возбужденное движение 

тепловой подсистемы: 

,
   

  (13) 

где ;  

;
 

.
 

При заданных режимно-технологических 

параметрах реактора определены: матрицы 

 и  в полной линеаризованной 

модели (3); значения коэффициентов чувстви-

тельности  различными способами – 

(7) и (9); параметры di в (6) и (12); матрицы А* и 

В* в (13). Значения перечисленных параметров 

сведены в таблицу 1.Сравнительный анализ пол-

норазмерной линеаризованной модели (3) и реду-

цированной модели (13) проводился путём моде-

лирования возбуждённого движения системы из-

менением: начальных условий и внешнего воздей-

ствия . На рис. 1а приведены кривые из-

менения переменных состояния во времени при из-

менении начального состояния системы, которые 

показывают: полное совпадение исходной нели-

нейной и полной линеаризованной моделей; мо-

дель, редуцированная первым и третьим способа-

ми, имеет существенное расхождение с исходной 

моделью на начальном участке – до τ = 6÷7 мин; 

редуцированная вторым способом модель харак-

теризуется существенным расхождением с исход-

ной моделью практически в течение всего време-

ни переходного процесса. Анализ реакции моде-

лей на ступенчатое изменение входного воздейст-

вия Δvхл (рисунок 1б) позволяет заключить, что 

редуцированные первым и третьим способами 

модели с погрешностью ±1   совпадают с исход-

ной и полной линеаризованной моделями на ин-

тервале времени [0÷20 мин]; модель, редуциро-

ванная вторым способом, обладает значительной 

статической ошибкой. Таким образом, численное 

исследование динамических свойств моделей позво-

ляет рекомендовать процедуру редукции полнораз-

мерной линеаризованной модели с использованием 

коэффициентов чувствительности либо с использо-

ванием линеаризованной модели статики для кон-

центраций компонентов (третий способ). 

Полученная таким образом редуцированная 

математическая модель объекта используется далее 

для синтеза алгоритма управления температурой на 

базе регулятора состояния пониженного порядка. 
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Таблица 1  

Оценки параметров редуцированной модели 

Table 1. Estimates of parameters of the reduced model 

параметр 1 способ 2 способ 3 способ 

w11 -2,193 -2,883 - 

w12 -3,225 -7,477 - 

w21 4,257 17,660 - 

w22 -6,801 -4,374 - 

w31 13,211 0,000 - 

w32 -33,224 -26,792 - 

d1 -0,040 -0,046 -0,039 

d2 -0,026 -0,103 -0,029 

d3 0,013 0,207 0,009 

А* 

   
b* -4,31 -4,31 -4,31 

  

              

τ, мин     а)    τ, мин 

 

              

τ, мин        б)    τ, мин 

Рис. 1. Переходные процессы переменных состояния х4, х5: а) – при изменении начальных условий Δх40 = 5  , Δх50 = 2  ;  

б) при внешнем воздействии Δvхл = 0.5 м3/мин; 1 – модель, редуцированная первым и третьим способами; 2 – модель, редуци-

рованная вторым способом; 3 – полная линеаризованная модель; 4 – исходная нелинейная модель 

Fig. 1. Transient processes of state variables x4, x5: a) – when the initial conditions change Δх40 = 5, Δх50 = 2; b) under external influ-

ence Δvhl = 0.5 m3/min; 1 – model reduced by the first and third methods; 2 – model reduced by the second method; 3 – full linearized 

model; 4 – initial nonlinear model 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 Синтез САУ тепловым режимом химическо-

го реактора в условиях неполного измерения век-

тора состояния объекта (требует) предполагает 

постановку и решение задачи линеаризации и ре-

дукции математической модели объекта. В работе 

теоретически обоснованы различные способы ре-

шения этой задачи.  

Методами вычислительного эксперимента, а именно 

путём моделирования динамики температурного ре-

жима с использованием различных моделей показа-

но, что динамические свойства объекта удовлетво-
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рительно описываются редуцированной моделью с 

использованием уравнений для коэффициентов чув-

ствительности (первый способ) и с использованием 

уравнений статики для концентраций линеаризован-

ной модели (третий способ).  

Полученная таким образом редуцированная 

модель может быть рекомендована для синтеза регу-

лятора состояния пониженного порядка, т.е. синтеза 

САУ температурой в реакторе.  
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