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В статье описывается возможность использования методов системного анализа для рассмотрения 

последовательной иерархии математических моделей. Отмечается, что в зависимости от необходимой глу-

бины детализации свойств объекта, подлежащих отражению в модели, выделяются характерные уровни 

абстракции. Указывается, что сформировавшиеся классические подходы к моделированию, включающие 

модели с распределенными или сосредоточенными параметрами, не в полной мере удовлетворяют требова-

ниям современных исследователей. Предлагается введение дополнительного, промежуточного  уровня аб-

стракции математических моделей, к которому следует отнести модели в виде систем дискретных элемен-

тов. Показано, что дискретные модели во многом объединяют достоинства, присущие моделям базовых, 

уровней и могут служить хорошей альтернативой традиционным подходам к моделированию различных 

объектов. 
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The article discusses the possibility of using the methods of systems analysis to consider the sequential hi-

erarchy of mathematical models. It is noted that, depending on the required depth of detail of the properties of the 

object to be reflected in the model, characteristic levels of abstraction are distinguished. It is indicated that classical 

approaches to modeling, including models with distributed or lumped parameters, do not fully meet the require-

ments of modern researchers. It is proposed to introduce an additional, intermediate level of abstraction of mathe-

matical models, which should include models in the form of systems of discrete elements. It is shown that discrete 

models in many respects combine the advantages inherent in models of basic, levels and can serve as a good alter-

native to traditional approaches to modeling various objects. 
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Введение 

Современные условия развития про-

изводства требуют активного использова-

ния передовых достижений науки и техни-

ки, широкого внедрения прогрессивных ме-

тодов поиска. Данное требование обуслов-

лено также необходимостью выполнения 

многовариантных исследований при созда-

нии новых технологий. В таких условиях 

нельзя обойтись без массового использова-

ния математических и имитационных мето-

дов и моделей, позволяющих существенно 

сократить время и затраты на проектирова-

ние, прогнозирование и оптимизацию тех-

нологических и технико-экономических 

процессов. 

С другой стороны, ценность модели-

рования заключается не только в примене-

нии существующих моделей. Процесс раз-

работки модели и ее исследование являются 

не менее важными этапами с точки зрения 

научной ценности, поскольку здесь рожда-

ется и структурируется информация о зада-

чах, функциях и структуре исследуемого 

объекта или явления.  

Иерархия математических моделей. 

При создании моделей сложных объ-

ектов важная роль отводится системному 

подходу, который не только расширяет воз-

можности фундаментальных исследований, 

но облегчает создание практических при-

ложений. Рассмотрение объекта с систем-

ных позиций дает возможность трактовать 

его целостность, как совокупность отдель-

ных элементов и связей между ними. При 

этом реальное устройство или процесс 

представляется системой, в которой каждая 

составляющая часть имеет свою определен-

ную функцию [1, 6]. 

Одним из важнейших моментов при-

менения системного подхода при создании 

математических моделей является возмож-

ность использования многоуровневой 

иерархии моделей [8]. Известно, что на од-

ном из первых этапов разработки моделей – 

при постановке задачи, исследователь вы-

бирает те свойства реального объекта-

прототипа, которые подлежат отражению в 

модели. При этом несущественные, по мне-

нию исследователя, свойства отбрасывают-

ся. Степень выделения некоторых конкрет-

ных свойств из множества, т.е. глубина аб-

страгирования, приводит к появлению мо-

делей, принадлежащих к разным уровням 

абстракции. Это позволяет скрыть второ-

степенные детали, которые не нужны на 

конкретном уровне абстракции и, тем са-

мым, повысить экономичность модели. 

При моделировании технических объ-

ектов и систем, проводя классификацию 

моделей по степени детализации, часто вы-

деляют две крупные группы: модели с со-

средоточенными параметрами и модели с 

распределенными параметрами [7]. В осно-

ве такого разделения лежит влияние про-

странственных размеров объекта на адек-

ватность его модельного описания.  

Если для адекватного описания пове-

дения объекта следует рассматривать зави-

симость параметров от времени и положе-

ния в пространстве, используются модели с 

распределенными параметрами. Модели 

этого типа описывают процессы переноса 

энергии и массы. Однако физическими яв-

лениями их применение не ограничивается, 

и они применяются в биологии и медицине. 

Базовым математическим аппаратом для 

таких моделей служат дифференциальные 

уравнения с частными производными 

(уравнения математической физики), по-

скольку именно в них в качестве независи-

мых переменных выступают простран-

ственные координаты и время. 

В случаях, когда можно считать, что 

все протекающие в объекте процессы зави-

сят только от времени, и можно абстрагиро-

ваться от размеров объекта, применяются 

модели с сосредоточенными параметрами. 

Они используются для изучения объектов и 

явлений в подавляющем большинстве обла-

стей науки. Вывод из рассмотрения про-

странственных координат приводит к тому, 

что в моделях остается единственная неза-

висимая переменная – время. Поэтому, если 

соблюдаются условия детерминированно-

сти, основным инструментом здесь являют-

ся обыкновенные дифференциальные урав-

нения и их системы. Для анализа стацио-
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нарных условий модели с сосредоточенны-

ми параметрами описываются системами 

алгебраических уравнений. 

Сравнивая описанные два класса мо-

делей, нетрудно заметить, что модели с со-

средоточенными параметрами имеют более 

высокую степень абстракции. Безусловно, 

иерархия математических моделей не огра-

ничивается двумя данными уровнями. 

Например, если полностью игнорировать 

влияние независимых переменных на пара-

метры объекта и исключить из рассмотре-

ния не только координаты, но и время, 

можно получить балансовые соотношения, 

также характерные для многих приложений. 

И наоборот, уравнения математической фи-

зики были получены с помощью локального 

усреднения свойств вещества. Поэтому если 

не игнорировать детали внутреннего строе-

ния тел (наличие молекул, ионов), то можно 

получить модели, уровень абстракции кото-

рых расположен ниже, чем у моделей с рас-

пределенными параметрами. Данные рас-

суждения полностью лежат в рамках си-

стемного подхода и иллюстрируют его ши-

рокие возможности в процессе создания ма-

тематических моделей объектов и систем. 

Необходимость рассмотрения допол-

нительных уровней иерархии. 

Рассмотрим сосредоточенность и рас-

пределенность параметров с точки зрения 

достоинств и недостатков практического 

использования моделей. В качестве кон-

кретного примера возьмем процесс нагрева. 

Если некоторое твердое тело рассмат-

ривать, как единый объект, нагревающийся 

под действием теплового потока, то изме-

нение его температуры можно описать, 

например, в таком виде: 

 

1
( )

dT
q t

dt C
       (1) 

 

где T – температура; C, - теплоем-

кость и плотность материала тела; q(t) –

мощность теплового потока, отнесенная к 

единице объема; t- время. 

Уравнение (1) является типичным 

примером модели с сосредоточенными па-

раметрами.  Оно позволяет найти изменение 

температуры объекта во времени. Для ре-

шения приведенного уравнения следует 

указать закон изменения во времени тепло-

вого потока и задать начальные условия 

(температуру в начальный момент време-

ни). 

Заметим, что в модели (1) рассматри-

вается некоторая усредненная температура 

тела. И если исследователю важно провести 

анализ изменения температуры не только во 

времени, но и различных точках объекта, то 

следует перейти к более подробной детали-

зации процесса и ввести в рассмотрение ко-

ординатыточек пространства.Двухмерную 

постановку задачи можно представить в ви-

де следующего уравнения: 

 

2 2

2 2

1T T T

t C x y

 
 

 

  
    

    

    (2) 

 

где - теплопроводность материала; 

- удельная мощность источников тепла; x, 

y- координаты. 

Уравнение (2) следует дополнить од-

ним начальным и, в общем случае, четырь-

мя граничными условиями, уточняющими 

протекание процесса. 

Здесь мы имеет пример модели с рас-

пределенными параметрами, поскольку в 

качестве независимых переменных в урав-

нение входят время и пространственные ко-

ординаты. 

Сравнивая модели (1) и (2) можно за-

метить следующее. Модель (1), находящая-

ся на более высоком уровне абстракции, 
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проще в использовании и, соответственно, 

экономичнее. Однако она менее информа-

тивная, поскольку имеет дело с усреднен-

ными искомыми параметрами. Модель (2), 

имеющая более низкий уровень абстракции, 

дает исследователю значительно больше 

информации о поведении объекта, и ее ре-

шение позволяет определить искомый па-

раметр (температуру) в любой точке рас-

сматриваемой плоскости и в любой момент 

времени,но при ее использовании увеличи-

ваются сложности. И дело не в количестве 

вычислительных процедур, с которыми без 

труда справляются современные компьюте-

ры. Проблемы возникают на этапе поста-

новки задачи, при определении дополни-

тельных условий (в основном граничных).  

Возникает идея каким-либо образом 

объединить сравнительную простоту пер-

вой модели с информативностью второй. 

Системный подход позволяет это сделать 

следующим образом. Следует трактовать 

изучаемый  объект, как систему, состоящую 

из отдельных дискретных элементов [2, 10]. 

Это сохраняет принцип распределенности 

параметров. В то же время, каждый отдель-

ный элемент уже является целостной еди-

ницей с сосредоточенными свойствами. По 

сути, предлагается промежуточный уровень 

системной иерархии моделей, расположен-

ный между двумя, рассмотренными выше 

уровнями. 

В последние годы данное направление 

положено в основу целого ряда методов мо-

делирования, таких, как использование си-

стем клеточных автоматов, взаимодейству-

ющих тьюрмитов,  агентных систем [5, 9]. 

Перспективность использования дискрет-

ных методов основана на предположении, 

согласно которому глобальное поведение 

системы определяется локальными взаимо-

действиями составляющих ее элементов.  

 

Примеры использования 

 

В качестве иллюстрации возможно-

стей дискретных моделей приведем приме-

ры использования систем клеточных авто-

матов для анализа рассмотренного выше 

процесса нагрева. Опуская подробности ме-

тодики получения функциональных зави-

симостей, описанные ранее [2 - 4], приведем 

окончательное выражение для двухмерной 

задачи определения температуры дискрет-

ного элемента с локальными координатами 

i, j: 
 

1i j k i j k i j k k

i j i j

t
T t T t q t t

C



     
, , ,

, ,

( ) ( ) ( ) ( )    (3), 

 

где tk, tk+1 – моменты дискретного 

времени; t– шаг дискретизации времени. 

Результаты моделирования тепловод-

ности с учетом нелинейности некоторых 

параметров и неоднородности среды пред-

ставлены на рис.1, где показаны профили 

температуры, спустя 20 сек после начала 

процесса.  

Модельным объектом была выбрана 

плоская пластина, разбитая на элементы 

(клетки) с шагом 1 мм. Характеристики ма-

териала принимались следующими: удель-

ная теплоемкость 1000 Дж/(кгК); плотность 

1500 кг/м3; теплопроводность 1,5 Вт/(мК). 

В исходном состоянии начальная темпера-

тура среды и пластины принята равной 0 

условных градусов.  

Величина шага моделирования по 

времени равнялась 0,005 с. При имитации 

процесса предполагалось, что теплоотдача в 

окружающую среду отсутствует. 
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Рис. 1. Профили температуры при нагревании пластины: 

а) – при наличии точечного источника тепла с постоянной температурой; 

б) – при наличии объемного экзотермического источника тепла 

в) - при наличии объемного источника тепла и зоны аномальной теплопроводности; 

г) - при наличии объемного источника тепла и теплоизолирующего участка. 

 
 

На рис. 1а показан случай, когда в 

центре пластины расположен точечный ис-

точник тепла с постоянной температурой. 

Рис. 1б имитирует начальную стадию про-

цесса горения. Здесь в рассмотрение введен 

объемный источник тепла, объемная мощ-

ность которого экзотермически зависит от 

температуры. На рис. 1в и 1г рассмотрен 

теплоперенос в условиях аналогичных 

предыдущему примеру, но при неоднород-

ности материала пластины. В обоих случаях 

объект имеет аномальную зону, материал 

которой имеет значительно (на два порядка) 

меньшую теплопроводность по сравнению с 

основной массой. На рис. 1в аномальная 

зона имеет прямоугольную форму, на рис. 

1г имеется своего рода теплоизолирующая  

полоса, разделяющую пластину на две ча-

сти. 

Обсуждение и выводы. 

Описанные в данной работе дискрет-

ные модели, относящиеся к промежуточно-

му уровню системной иерархии, по отно-

шению к традиционным уровням, представ-

ляются более удобными в реализации.  

Принципиальное отличие от классиче-

ских моделей состоит в том, здесь сделана 

попытка объединить распределенность па-

раметров, присущую уравнениям математи-

ческой физики и локальность взаимодей-

ствия, характерную для моделей с сосредо-

точенными параметрами. Кроме того, дис-

кретная модель позволяет достаточно легко 

описывать нелинейные явления, процессы в 
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объектах с границами сложной формы и 

процессы в неоднородных средах. Все это 

позволяет не только отмечать достоинства 

дискетных моделей, но и рекомендовать их 

использование для моделирования и анали-

за работы технологического оборудования 

современных производств. 
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