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Игры с «природой» являются одним из вариантов математической формализации задачи 

принятия экономических решений. Классические методы,  ориентированные на точечные числовые 

оценки  последствий  возможных решений,   не позволяют в полной мере отразить  неопределенности, 

имеющие место в  реальных ситуация принятия решений. Одним из возможных путей решения дан-

ной задачи является применение аппарата теории нечетких множеств. Предлагается  метод нахожде-

ния наилучшего решения в условиях, когда  неопределенности исходных данных представляются не-

четкими лингвистическими утверждениями, формализуемыми нечеткими множествами. При этом 

интегральная оценка последствий возможных  получена не путем свертки оценок, соответствующих 

отдельным состояниям внешней среды, при которой возможна потеря информации,   а путем постро-

ения эквивалентного нечеткого  множества. Предлагаемый метод не требует сложных математиче-

ских преобразований, легко может быть реализован программно в качестве компоненты  системы 

поддержки принятия решений. 

Ключевые слова: неопределенность, игра с природой, платежная матрица, нечеткое множе-

ство, нечеткое число, функция принадлежности. 

 

 

Большое количество задач, отно-

сящихся к различным областям практи-

ческой деятельности: 

- утилизация атомных подводных 

лодок [1]; 

- управление инновациями в 

ЖКХ[2]; 

- выбор оптимальной цены продук-

ции [3]; 

- выбор технологии обработки за-

просов в информационных системах [4]; 

- принятие инвестиционного реше-

ния [5]; 

- определение наиболее выгодного 

места для производства [6] 

характеризуются тем, что процесс 

принятия решений осуществляется при 

наличии неопределенностей как в отно-

шении определения параметров, ситуа-

ции, требующей принятия решений, так и 

в оценке последствий выбранного вари-

анта действий. 

      В математической постановке такие 

задачи формулируются как игры с «при-

родой», особенностью которых является 

наличие двух сторон, рационально дей-

ствующего лица, принимающего реше-

ния (статистика), и некоторой совокупно-

сти условий, в общем случае не полно-

стью определенных,  в которых прихо-

дится принимать решение, которые и 

определяются как «природа». Выбор 

наилучшего, из множества возможных, 

решения является задачей рационального 

участника игры. 

      Формальная модель игры с «приро-

дой» может  быть представлена следую-

щим образом  

 

G={X,S,P,M}                                (1) 

где  },1: Iii{xX множество воз-

можных решений (стратегий) рациональ-

ного участника игры (статистика); 

 },1: Jjj{sS множество 

состояний «природы»; 

 },1: Jjj{pP распределе-

ние вероятностей на пространстве состо-

яний «природы»,  
j

jp ;1  
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 ijmM оценочная (платеж-

ная) матрица, ijm оценка послед-

ствия принятия i- го решения в условиях 

j-го состояния «природы». 

Классические методы нахождения 

наилучшего решения в играх с «приро-

дой» (критерий Байеса, Лапласа, Гурви-

ца, Гермейера и др.) рассчитаны на рабо-

ту с точечными, числовыми значениями 

элементов оценочной матрицы и вероят-

ностей состояний природы, по существу, 

игнорируют неопределенность оценоч-

ной матрицы. 

Очевидно, что в этих условиях 

модель (1) представляет собой приблизи-

тельное отображение реальной ситуации 

принятия решений, т.к. не всегда имеется 

возможность доказать полноту множе-

ства состояний «природы» и, как след-

ствие, распределение вероятностей будет 

определено тоже приблизительно. Точно 

также не возможно объективно доказать 

полноту множества стратегий статистика, 

т. к. при составлении этого множества 

существенную роль играют  его субъек-

тивные предпочтения. Трудности и не-

определенности, которые будут иметь 

место при составлении оценочной матри-

цы, подробно рассмотрены в  [5].  

Вполне обосновано в этих услови-

ях предполагать, что значения элементов 

оценочной матрицы будут приближен-

ными.  

Постановка задачи 

В настоящее время известно 

большое количество работ по решению 

различных задач исследования операций, 

в которых  для учета неопределенностей 

в оценках последствий принимаемых ре-

шений элементы оценочной (платежной) 

матрицы представляются в нечеткой 

форме[3,5-12]. Необходимо отметить, что 

большинство этих работ рассматривает 

нечеткие антагонистические игры[7-12]. 

В отличие от антагонистических, 

в играх с природой кроме платежной 

матрицы необходимо задать и распреде-

ление вероятностей на пространстве со-

стояний природы. Если рассматривать 

игру с природой в нечеткой постановке, 

то возможно несколько вариантов, зави-

сящих от субъективных представлений 

лиц, формирующих игру (задачу). Если 

перебрать все возможные комбинации, то 

получим следующие варианты: 

а) элементы платежной матрицы и 

значения вероятностей состояний приро-

ды заданы в виде нечетких чисел; 

б) элементы платежной матрицы 

заданы в виде нечетких чисел, значения 

вероятностей точечные числа; 

в) элементы платежной матрицы  

точечные числа, значения вероятностей 

состояний природы заданы в виде нечет-

ких; 

г) элементы платежной матрицы 

заданы в виде лингвистических оценок  

(например, большой, средний, незначи-

тельный), формализуемых нечеткими 

множествами, значения вероятностей то-

чечные числа; 

д) элементы платежной матрицы - 

точечные числа, значения вероятностей 

заданы в форме лингвистических оценок 

(маловероятно, вероятно, очень вероят-

но); 

е) элементы платежной матрицы и 

значения вероятностей заданы в форме 

лингвистических оценок. 

Необходимо отметить два очевид-

ных затруднения: 

- лица, формулирующие задачу, 

должны определить, какой из перечис-

ленных вариантов наиболее адекватен 

ситуации, требующей принятия решений. 

К сожалению, дать какие-то строгие в 

математическом отношении рекоменда-

ции не возможно; 

 - каждый из перечисленных вари-

антов предполагает свой метод решения, 

что потребует определенной математиче-

ской подготовки от участников процесса 

решения. На качественном уровне можно 

выделить наиболее близкие практическим 

задачам варианты. Если ориентироваться на 

трудности построения платежных матриц, 
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отмеченные в [5], то наиболее интересными с 

точки зрения отражения условий ситуаций 

принятия решений можно считать варианты 

а), б), г), е). Как уже отмечалось, каждый из 

них требует свой метод решения, рассмотре-

ние которых привело бы к значительному 

увеличению объема предлагаемой работы. 

Поэтому в дальнейшем ограничимся рас-

смотрением ситуации г). 
Решение задачи 

Предположим, что для элементов 

платежной матрицы задан терм множе-

ство лингвистических оценок T={L (низ-

кое значение), LM (ниже среднего), M 

среднее), HM (выше среднего), H (высо-

кое)}. Эти оценки формализуются нечет-

кими множествами в простейшем случае 

с треугольными функциями принадлеж-

ности (ФП). 

 
 

Рис.1 Функции принадлежности нечетких оценок 

 

]1,0[:)(),(),(),(),(  zzzzzz HHMMLM 
L

{M                          (2) 

Выбор треугольных функций при-

надлежности объясняется только просто-

той графических представлений и не вли-

яет на общность полученных результа-

тов. 

При построении платежной мат-

рицы каждому альтернативному реше-

нию Xix  и каждому состоянию при-

роды Ss j  будет поставлено в соответ-

ствие множество нечетких лингвистиче-

ских оценок 

},,1,,1:)({ IiJjzij  iM

где 𝜇𝑙𝑖𝑗(𝑧) принадлежит множеству (2). 

Кроме этого, необходимо задать распре-

деление вероятностей на пространстве 

состояний природы 

 

j
jj pJjpP .1},,1:{  

Предположим для определенно-

сти, что некоторая ситуация, требующая 

принятия решения, представлена как игра 

с природой (табл.1). 

Таблица 1 

Исходные данные 
 s1 s2 s3 s4 

X /P 0.2 0.4 0.3 0.1 

x1 M H H L 

x2 HM H M HM 

x3 H M L H 

x4 H L M M 

 

В классической теории, когда 

элементы платежной матрицы и значения 

вероятностей состояний природы - то-

чечные числа, для выбора наилучшей  

стратегии  они сравниваются по значе-

нию интегральной оценки 

j
j

iji pmq               (3) 
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по всему множеству состояний природы 

(критерий Байеса). Нетрудно видеть, что 

значения pj выполняют в соотношении 

(3) роль весовых коэффициентов, чем 

меньше значение вероятности, тем мень-

ше будет вес соответствующего элемента 

платежной матрицы. 

Очевидно, что использование со-

отношения (3) в ситуации, представлен-

ной табл.1 невозможно.  

В тоже время необходимо найти 

способ учета влияния вероятностей со-

стояний природы, не противоречащий 

аксиоматике теории нечетких множеств. 

В работе [8] учет влияния вероят-

ностей состояний природы предлагается 

путем усечения (клипирования) функций 

принадлежности соответствующих оце-

нок (рис.2). 

 

 

z 
 

Рис.2 Результат клипирования ФП нечетких множеств, 

представляющих оценки последствий стратегии x1. 

 

Логика такого предложения 

вполне понятна, хотя и не рассматрива-

лась авторами. 

При вычислении интегральной 

оценки некоторой стратегии xi, когда 

элементы платежной матрицы заданы в 

лингвистической форме, придется опери-

ровать значениями соответствующих 

функций принадлежности. Очевидно, что 

изменение этих значений путем клипиро-

вания скажется на  интегральной оценке 

анализируемой стратегии. Таким образом 

можно учесть влияние различных веро-

ятностей состояний природы.   

Следующим этапом будет вычис-

ление интегральной оценки, характери-

зующей конкретное решение. В  уже 

упоминавшейся работе [8],предлагается 

стандартное решение, вычислять инте-

гральную оценку  стратегий как объеди-

нение  соответствующих лингвистиче-

ских. При этом объединение формализу-

ется операцией max 

.)(max)(

1

zzs
ijl

j

J

j
iji 



             (4) 

 

Применительно к рассматривае-

мой задаче, это предложение можно  счи-

тать корректным только для частного 

примера, который приведен в [8], и для 

ситуации, когда нечеткие множества, 

представляющие  соответствующие 

оценки, не пересекаются. 

В общем случае, одна или не-

сколько строк оценочной матрицы могут 

иметь одинаковые лингвистические 

оценки (табл.1). Тогда при использова-

нии соотношения (4), среди одинаковых 

оценок произойдет поглощение оценки с 

меньшей вероятностью оценкой с боль-
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шей, т.е. стратегия x1 будет анализиро-

ваться для состояний природы 

s1,s2,s4,x2 – s1,s2,s3,  

x3-s1,s2,s3,x4-s1,s2,s3.(таб.3,рис.3).

 

Таблица 3 

Изменение исходных данных после объединения 

 
 s1 s2 s3 s4 

X /P 0.2 0.4 0.3 0.1 

x1 M H - L 

x2 HM H M - 

x3 H M L - 

x4 H L M - 

 

z 
Рис.3 Результат применения объединения к оценкам последствия применения стратегии x1. 

 

Вполне очевидно различие между 

рис.3 и 4. Во-первых, фактически про-

изошло изменение исходных условий за-

дачи, во-вторых, стратегии будут анали-

зироваться при различных сочетаниях 

состояний природы, что ставит под со-

мнение корректность получаемых реше-

ний.  

При использования операции max 

по сути происходит потеря информации 

аналогично потери информации при 

формализации пересечения операцией 

min [13]. Для операции max, также как и 

для min, существенным являются не кон-

кретные значения функций принадлеж-

ности, а лишь  соотношение между ними. 

В рассматриваемой задаче именно их 

значения будут играть существенную 

роль.  

Изменение условий решения зада-

чи при использовании соотношения (4) 

можно доказать и более строго. Известно, 

что для оценки сходства (близости) двух 

множеств, например в задачах классифи-

кации, распознавания образов, использу-

ется оценка расстояния между координа-

тами центров тяжести этих множеств, как 

совокупностей материальных точек, по-

скольку центр тяжести является обоб-

щенной и однозначно определяемой ха-

рактеристикой таких совокупностей. 

Функцию принадлежности тоже 

можно рассматривать как множество ма-

териальных точек и поэтому для нее так-

же можно рассчитать координату центра 

тяжести. Если для примера, представлен-

ного табл.1, рассчитать координаты цен-

тра тяжести, до преобразования (4) и по-
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сле его применения, получим различные 

результаты (табл.4), что дает повод со-

мневаться в эквивалентности исходной 

совокупности нечетких оценок и оценок, 

полученных в результате преобразования 

(4). 

Таблица 4 

Значения координат центра тяжести 

CG – до операции объединения, CGU- 

после операции  объединения. 
 CG CGU 

x1 0.706 0.617 

x2 0.654 0.638 

x3 0.491 0.417 

x4 0.473 0.446 

 

Другим вариантом доказательства, что 

преобразование (4) изменяет исходные 

условия решаемой задачи может послу-

жить расчет точечных значений [14,15].  

 Для этого  на основе  

α - уровневого разбиения  вычисляется 

среднее значение для элементов 

множества уровня α  






]1,0[

/)

iz
i nz M(A       (5) 

для всех Azi  таких, что              

( .)(  iA z ) 

Точечное значение для множеств A 

.)(
1

)(
max

0max






 dAMAF  (6) 

Изначально метод точечных зна-

чений использовался для задач много-

критериального альтернативного выбора 

при нечетких оценках соответствия аль-

тернатив заданной системе критериев на 

основе правил нечеткого условного вы-

вода. Интегральные оценки альтернатив 

получаются в виде нечетких множеств, 

которые необходимо сравнить для выбо-

ра наилучшей альтернативы. Согласно 

этому методу наиболее предпочтитель-

ной альтернативе соответствует нечеткое 

множество с наибольшим точечным зна-

чением. Очевидно, что эквивалентные 

нечеткие множества должны иметь оди-

наковые точечные значения.  

Расчеты по соотношениям (5,6) 

дали  результаты (табл.5),  которые также 

подтверждают нарушение исходных 

условий решения задачи в результате 

преобразования (4).  

Таблица 5 

Значения точечных оценок: F(A) -  до 

операции объединения, F(A) U  -  после 

операции объединения. 
 F(A) F(A) U 

x1 0.315 0.28 

x2 0.3 0.305 

x3 0.183 0.177 

x4 0.151 0.137 

 

Устранить указанные противоречия 

можно, если для вычисления 

интегральной оценки последствий 

применения тех или иных стратегий 

использовать преобразование  Fzto 

Triangle, используемое в нечеткой 

электронной таблице FuziCalc [16]. 

Преобразование FztoTriangle заменяет 

произвольное нечеткое множество 

эквивалентным нечетким множеством с   

треугольной функцией принадлежности, 

у которой левая и правая границы, а 

также центр тяжести совпадают с 

аналогичными параметрами исходной 

функции принадлежности.   

Преобразование FztoTriangle 

основано на достаточно простых 

соотношениях. Исходными данными для 

построения эквивалентного нечеткого 

множества с треугольной функцией 

принадлежности являются: границы 

носителей нечетких множеств 

соответствующей строки и координата 

центра тяжести всего набора  этих 

нечетких множеств, которые обозначим 

как ],,[ maxmin zz CGz  - координата 

центра тяжести.  
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Треугольная функция 

принадлежности однозначно задается 

тройкой ],,,[ max
*

min zzzzz RL 

где *
z неизвестная координата 

максимума функции принадлежности, 

который в данном случае определяется 

максимальным  из значений функций 

принадлежности нечетких множеств 

соответствующей строки (стратегии) 

оценочной матрицы. 

Значение
*

z можно вычислить на 

основе известного соотношения для 

определения координаты центра тяжести 

треугольника c  координатами вершин

],,[ max
*

min zzzzz RL   

).(
3

1 *
RLCG zzzz                     (7) 

При расчете по соотношению (7) 

при некоторых значениях 

RCGL zzz ,,   может быть получено 

значение ,
*

Rzz  что невозможно по 

условиям определения функции 

принадлежности. Поэтому при 

вычислении значения z* необходимо 

ввести соответствующее ограничение. 

Тогда .
,

),(3

**

*
*




















RR

RRLCG

zzzz

zzzzz
z  

Возможна и другая ситуация, ко-

гда при расчете по соотношению (7) для 

некоторой комбинации значений 

𝑧𝐿 , 𝑧𝐶𝐺 , 𝑧𝑅,, ,будет получено, что  𝑧∗ < 𝑧𝐿 , 
что также невозможно по условиям по-

строения функций прнадлежности.  В 

этом случае должно быть введено следу-

ющее ограничение 

.

,

),(3

**

*
*




















LL

RRLCG

zzzz

zzzzz
z

 

Таким образом, возможный 

результат  применения некоторой 

стратегии xk, может быть представлен 

эквивалентным нечетким множеством

Tr
k

R
~

(рис.4)
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На рис.4 представлен результат выполнения описанного преобразования для  оценочной 

 матрицы (табл.1). 

 

Завершающим этапом решения 

задачи является выбор наилучшей стра-

тегии на множестве возможных. Для это-

го необходимо сравнить полученные ин-

тегральные оценки стратегий. В данном 

случае это не тривиальная задача, во-

первых из-за того, что функции принад-

лежности полученных нечетких мно-

жеств пересекаются, во - вторых, извест-

ные методы  предназначены  для  сравне-

ния нечетких чисел [17,18]. Принятие 

решения о предпочтительности  той или 

иной стратегии состоит в построении от-

ношения линейного порядка на множе-

стве их интегральных оценок, формали-

зованных нечеткими множествами.  В 

данном случае нечеткие множества пере-

секаются, что не позволяет построить это 

отношение.  
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Рис. 4.  Преобразование FztoTriangle для оценок последствий  для стратегии x1 а), x2 б), x3в),x4г) 

на рисунке в скобках указан номера стратегии и состояний природы 

 

Предлагается следующая проце-

дура.  При определении нечетких мно-

жеств, формализующих лингвистические 

оценки последствий принимаемых реше-

ний, придерживаются принципа есте-

ственной упорядоченности, Функции 

принадлежности предпочтительных оце-

нок располагаются в правой  части шка-

лы, представляющей область определе-

ния  нечетких множеств, в данном случае 

[0,1]. Поэтому наиболее предпочтитель-

ная оценка будет ближе всех расположе-

на к правой границы области определе-

ния. Очевидно, что эта качественная 

оценка должна быть обоснована какими-

то количественными значениями. 

Сформулируем нечеткую гипотезу 

0H
~

о возможности  считать одну нечет-

кую оценку более предпочтительной, чем 

другая, формализуемую  нечетким мно-

жеством с треугольной функцией при-

надлежности ]1,0[,)(
0

~  zzzH

(рис.5). 

 

 
Рис. 5 Нечеткие множества гипотезы�̃�𝟎 
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Тогда задача  сравнения нечетких 

множеств состоит в определении степени  

их соответствия (близости) этой гипотезе. 

Как уже отмечалось, функцию 

принадлежности можно рассматривать 

как множество материальных точек 

},1,{ KkyY k   с координатами.

].1,0[)},(,{ kkk zzz   На этом мно-

жестве для дальнейших расчетов необхо-

димо выбрать точку, которая будет  его 

обобщающей характеристикой.  

Такой точкой является координата 

центра тяжести. 

Обозначим: H
CG

z координату 

центра тяжести функции принадлежности 

нечеткой гипотезы, )(
H
CG

z ее значе-

ние в этой точке, *
CGz координата цен-

тра тяжести функции принадлежности 

нечеткой интегральной оценки некоторой 

стратегии, )(
*
CGz соответствующее 

значение функции принадлежности.  

Степень соответствия интеграль-

ной оценки последствий выбора конкрет-

ной стратегии xi определим через рассто-

яние между  координатами соответству-

ющих центров тяжести 

 

.))()(()(
2*2*

CG
H
CGCG

H
CG

zzzz                                                  (8) 

 
Очевидно, что чем меньше значе-

ние этого показателя, тем выше соответ-

ствие конкретной оценки гипотезе 0
~
H  

тем более предпочтительной будет  соот-

ветствующая стратегия.  

В таблице 6 представлены резуль-

таты расчетов по соотношению (8), сви-

детельствующие о предпочтительности 

стратегии x1. Для подтверждения кор-

ректности полученных результатов про-

ведем расчет точечных оценок (5,6)  для 

нечетких множеств, формализующих ин-

тегральных оценки последствий возмож-

ных решений (таблица 6). В этом случае, 

чем больше точечная оценка 

F(A)FztoTriangle, тем более предпочтитель-

ной является соответствующая стратегия. 

Совпадение результатов, полу-

ченных различными и независимыми  

методами, говорит о том, что предлагае-

мый вариант решения задачи принятия 

решений соответствует методологии тео-

рии  устойчивости.  

Отметим совпадение распределе-

ния оценок F(A)FztoTriangle в табл. 6 и оце-

нок F(A) табл5. Последнее можно рас-

сматривать как доказательство того, что 

преобразование FztoTriangle не нарушает 

логику решаемой задачи. 

Таблица 6 

Оценки альтернативных решений 
 γ F(A)FztoTriangle 

x1 0.005 0.316 

x2 0.022 0.266 

x3 0.074 0.205 

x4 0.096 0.159 

Заключение 

Предложенная модель принятия 

решений на основе нечеткой игры с 

«природой»  позволяет выбрать наилуч-

ший вариант в ситуациях неопределенно-

сти, когда оценки последствий принятого 

решения могут быть представлены толь-

ко в виде нечетких, лингвистических 

утверждений. Показано, что в общем 

случае, когда оценки последствий вы-

бранных решений заданы в форме нечет-

ких,  лингвистических высказываний, ис-

пользование для  их агрегирования  объ-

единения на основе операции  max, при-

водит к потере информации, что искажа-

ет условия задачи. 
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 Предложено интегральную оцен-

ку последствий выбранного решения 

формировать путем построения эквива-

лентного нечеткого множества с тре-

угольной функцией принадлежности, что 

сохраняет весь объем исходной инфор-

мации и упрощает процедуру сравнения 

полученных нечетких, интегральных 

оценок.  
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A FUZZY GAME WITH "NATURE» AS A MODEL FOR MAKING ECONOMIC DECISIONS 
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Games with "nature" are one of the variants of mathematical formalization of the problem of economic de-

cision-making. Classical methods that focus on point-based numerical estimates of the consequences of possible 

decisions do not fully reflect the uncertainties that occur in real decision-making processes. One of the possible 

ways to solve this problem is to use the apparatus of fuzzy set theory. We propose a method for finding the best so-

lution in conditions where the uncertainties of the source data are represented by fuzzy linguistic statements formal-
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ized by fuzzy sets. In this case, the integral estimation of possible consequences is obtained not by folding the esti-

mates corresponding to individual states of the external environment, in which information loss is possible, but by 

constructing an equivalent fuzzy set. The proposed method does not require complex mathematical transformations 

and can easily be implemented programmatically as a component of the decision support system. 

Keywords: uncertainty, game with nature payment matrix, fuzzy set, fuzzy number, membership function. 
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