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Предложено математическое описание процесса ионного обмена в прямоточном 
аппарате с плотным движущимся слоем ионита с учетом изменения концентрации рас-
твора на входе в аппарат. Математическое описание включает в себя следующие уравнения: 
уравнение материального баланса по раствору, уравнение изотермы ионного обмена, уравне-
ние кинетики диффузии, начальные и граничные условия. Для решения поставленной задачи 
использовали интервально-итерационный метод. Проведены экспериментальные исследова-
ния сорбции ионов меди в аппарате, в результате которых найдены выходные кривые ионно-
го обмена. Сопоставление экспериментальных и расчетных данных позволило сделать вывод 
об их удовлетворительной сходимости. 

Ключевые слова: аппарат с прямоточным движением ионита и раствора, математическая мо-
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OF IONITE AND SOLUTION 
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A mathematical description of the ion exchange process in a ramjet apparatus with a 
dense moving ionite layer, taking into account the change in the concentration of the solution at the 
entrance to the apparatus, is proposed. The mathematical description includes the following equa-
tions: equation of material balance in solution, equation of ion exchange isotherm, equation of diffu-
sion kinetics, initial and boundary conditions. To solve the problem, an interval iteration method was 
used. Experimental studies of the sorption of copper ions in the apparatus have been carried out. The 
output curves of ion exchange in the device have been found. Comparison of experimental and calcu-
lated data allowed us to conclude that their satisfactory convergence. 

Keywords: apparatus with direct-flow motion of ionite and solution, mathematical model, sorption of 
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Рассмотрение всего многообразия аппара-

тов, применяемых для проведения ионообменных 

процессов в промышленности, позволяет сделать 

вывод о том, что каждый из них обладает опреде-

ленными достоинствами и недостатками. Тради-

ционно их разделяют на аппараты периодического 

и непрерывного действия. Принято считать, что 

аппараты непрерывного действия являются более 

эффективными по сравнению с аппаратами пе-

риодического действия [1-3]. Например, в аппара-

те с плотным движущимся слоем ионита нет зон с 

«неработающим» ионитом и в процессе ионного 

обмена участвует одновременно вся масса ионита. 

В непрерывно действующие аппараты загружают 

ионит в 2-15 раз меньше, чем, например, традици-

онные ионитовые фильтры. При работе аппаратов 

непрерывного действия необходимо строго со-

блюдать расходы ионита и раствора. При этом 

раствор должен иметь постоянную концентрацию 

сорбируемого компонента, что не всегда соблюда-
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ется в промышленных условиях. Поэтому важно 

проведение исследований по изучению работы 

аппаратов непрерывного действия в условиях из-

меняющейся концентрации раствора с целью ор-

ганизации эффективного регулирования режима 

их работы и предотвращения аварийной ситуации. 

В работе предложено математическое опи-

сание процесса ионного обмена в прямоточном 

аппарате с плотным движущимся слоем ионита в 

условиях линейного изменения концентрации рас-

твора, поступающего на очистку. Схема работы 

аппарата показана на рис. 1. Исходный раствор и 

отрегенерированный ионит подаются в верхнюю 

часть аппарата. При их движении сверху вниз 

происходит процесс ионного обмена. Очищенная 

вода и отработанный ионит удаляются в нижней 

части аппарата. Сформулируем основные допу-

щения, которые будем использовать при построе-

нии математической модели: 1) ионообменное 

равновесие описывается нелинейным уравнением 

изотермы Ленгмюра; 2) скорость процесса ионно-

го обмена лимитируется как внешней, так и внут-

ренней диффузией; 3) структура потоков раствора 

и ионита описывается моделью идеального вы-

теснения; 4) направление движения потоков рас-

твора и ионита совпадают с направлением оси 0х. 

Примем обозначения: а0 – обменная ем-

кость ионита, кмоль–экв/м
3
; b – действительное 

число кмоль–экв/(м
3
∙с); С – концентрация раство-

ра, кмоль–экв/м
3
;    – концентрация сорбируемого 

вещества в ионите, кмоль–экв/м
3
;    – коэффици-

ент диффузии сорбируемого вещества в ионите, 

м
2
/с; k – константа изотермы адсорбции Ленгмю-

ра; v – скорость раствора, м/с; w – скорость иони-

та, м/с; r – координата по радиусу частицы иони-

та, м; r0 – радиус частицы ионита, м; х – коорди-

ната, м; β – коэффициент массоотдачи в растворе, 

м/с; ε – порозность; τ – время, с; индексы: 0 – на-

чальный; вх – входящий, гр – граничный; ср – 

средний, р – равновесный. 

 

Рис. 1. Схема работы аппарата:  

1 – корпус, 2 – водораспределительная решетка, 3 – дренажная система, 4 – штуцер для ввода раствора,  

5 –штуцер для ввода ионита, 6 – штуцер для вывода отработанного ионита 

Fig. 1. Scheme of operation of the device:  

1 – housing, 2 – water distribution grid, 3 – drainage system, 4 – fitting for introducing solution,  

5 – fitting for introducing ion exchanger, 6 – fitting for removing spent ion exchanger 

 

В математическое описание процесса ион-

ного обмена входя следующие уравнения. 

Уравнение изотермы сорбции Ленгмюра: 

      
   

     
.   (1) 

Уравнение материального баланса по раствору: 

 
  

  
   

  

  
       

     

  
  ,  (2) 

Уравнения диффузии для сферической частицы: 

 
  

  
 

 

  

 

  
     

   

  
 ,      ;  (3) 

 

Начальное и граничные условия: 

       ;      (4) 

           ;     (5) 

                     ;   (6) 

  
   

               ;   (7) 

    

       ;    (8) 

Уравнение связи между средней концентра-

цией сорбируемого иона в частице        и локаль-

ным её значением на поверхности частицы       : 
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      .  (9) 

Для решения задачи будем использовать 

метод интервально-итерационного анализа [4]. В 

соответствии с данным методом разобьем слой 

ионита на ряд слоев небольшой высоты Δхi и вре-

мя всего процесса представим рядом последова-

тельно соединенных малых временных интерва-

лов Δτj. В пределах Δхi и Δτj предполагаем посто-

янство кинетических параметров процесса и ли-

нейность изотермы сорбции. Уравнение (1) заме-

няем линейным уравнением касательной в точке с 

координатами                
 : 

  
                   ,  (10) 

где m и d – коэффициенты:   

              
 

       
       

            
 

 . 

В пределах Δхi и Δτjможет быть использо-

вано аналитическое решение уравнения диффузии 

(3) при условиях (6) – (8) [4]: 

                  

                   

  

 
                

             

        
 

  
 

   
 
    

   
    

  
  , (11) 

где μn – корни характеристического уравнения: 

     
 

    
.   (12) 

Здесь    
   

   
 – число Био. 

С цель упрощения записи опустим в урав-

нениях индексы i и j и введем новые переменные 

и безразмерные величины:  
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.     (13) 

Преобразуем уравнение материального ба-

ланса (2). Решение (11) подставим в уравнение (9) 

и продифференцируем его по r. Полученное вы-

ражение подставим в уравнение материального 

баланса (2), которое в новых переменных запи-

шется так 
  

   
  

  

  
        

   
     ,  (14) 

где    
   

 

   

  
 

                        

                 
 
   . 

Начальное и граничное условия в новых 

переменных примут вид: 

        ;    (15) 

         .   (16) 

Для решения задачи используем метод ин-

тегрального преобразования Лапласа [5]. Приме-

ним к уравнениям (14) – (16) преобразование Лап-

ласа по переменной Fo. Получаем 

           
   

  
 

 

 
       

   
     . (17) 

Начальное и граничное условия в новых 

переменных примут вид: 

       
  

 
;    (18) 

       
 

  .    (19) 

Решение системы уравнений (17) – (19) в 

области изображений имеет вид: 
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Пользуясь таблицами [5] найдем оригинал 

для функции NL(z, s), который запишем в следую-

щем виде: 

           

где           
      

       
,             

 

       
.  (21) 

Сопряжение аналогичных решений для 

всех небольших слоев ионита и временных интер-

валов позволяет определить общую картину рас-

пределения концентрации раствора по высоте ап-

парата.Разработанная математическая модель бы-

ла использована для расчета процессов ионооб-

менной сорбции в системе катионит КУ-2-8 (Н-

форма) – раствор CuSO4, которые проводили в 

лабораторном аппарате.  

В таблице приведены характеристики ап-

парата и режимы его работы: высота слоя катио-

нита Н, диаметр аппарата Da, концентрация рас-

твора на входе в аппарат Cвх, расходы раствора Q 

и ионита   .  

Здесь же представлены физико-химические 

параметры процессов.  

Коэффициент массоотдачи в растворе опре-

деляли по критериальному уравнению [6] 

         
 

   ,     (22) 

где Nu= βdз/D – критерий Нуссельта; Pr = 

ν/D – критерий Прандтля; Re=(v-w)dз/ν; D – коэф-

фициент диффузии в растворе, м
2
/с; dз – диаметр 

зерна ионита, м; ν – кинематический коэффициент 

вязкости, м
2
/с. Для расчета коэффициента внут-

ренней диффузии использовали уравнение, пред-

ложенное Константиновым В.А. [7]: 

              (23) 

где а, q и р – коэффициенты. 

Из анализа экспериментальных данных 

процесса ионного обмена Cu
2+

–Н
+
 на катионите 

LewatitS-100 (аналог катионита КУ-2-8) [8] найде-

ны значения коэффициентов, входящих в уравне-

ние (23): а = 5∙10
-10

; q = 1,5 и р = 1.5∙10
-11

. 
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Таблица 1 

Основные характеристики работы аппарата  

Table 1. Main characteristics of the device  

Наименование показателя 
Значение 

показателя 

Свх, кмоль–экв/м
3
 0,05 0.1 

  ∙10
7
, м

3
/с 1.4 2 

Q∙10
6
, м

3
/с 5.2 

H, м 0,15 

Da, м 0,035 

а0, кмоль–экв/м
3
 1.6 

b∙10
5
, кмоль–экв/(м

3
∙с) 1.7 1.9 

k 320 [6] 

ε 0,4 

r0∙10
4
, м 2.6 

β∙10
5
, м/с 1,6 1,7 

∆х, м 0.01 

∆τ, с 10 

 

 

Рис. 2. Кривые нестационарного процесса ионного обмена: 

1, 3 – экспериментальные, 2, 4 – расчетные 

Fig. 2. Curves of non-stationary ion exchange process: 

1, 3 – experimental, 2, 4 – calculated 

 

На рис. 2 представлены в сравнении экспе-

риментальные и расчетные выходные кривые неста-

ционарного процесса ионного обмена в аппарате с 

прямоточным движением фаз. Характерной особен-

ностью выходных кривых ионного обмена является 

их обращение выпуклостью вниз, что связано с не-

линейным изменением коэффициента внутренней 

диффузии в зависимости от концентрации раствора. 

Среднее отклонение результатов расчета от экспе-

риментальных данных не превышает 15 %. Если 

принять при расчетах    = const, то концентрация 

раствора на выходе из аппарата изменяется по ли-

нейному закону, что не соответствует реальному хо-

ду протекания процесса ионного обмена. 

 

Разработанная математическая модель реко-

мендуется в инженерной практике. 
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